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PREDGOVOR

Ovo je treci deo Zbirke zadataka iz teorijske fizike. Citalac ¢e lako zapaziti da se
on i po koncepciji i po nafinu obrade na najneposredniji nacin nadovezuje na prva
dva dela objavljena 1971. godine. Sultinski nov momenat je u tome, §to je ovaj
treéi deo rezultat zajednickog rada tri autora, koji su u svom svakodnevnom naucno-
istraZivackom i predavackom radu orijentisani na razne aspekte statisti¢ke fizike i
termodinamike. Medutim, ne treba time objasnjavati neSto ve¢i obim ove knjige
u odnosu na prva dva dela, Naprotiv, to je uslovljeno mestom i ulogom statisti¢ke
fizike u savremenoj etapi razvoja nauke. Problem N tela, sa svim svojim raznovrsnim
aspektima i implikacijama, poslednjih decenija se neprekidno nalazi u Zizi naucnog
interesovanja fizi¢ara, a tom problemu se za sada moze pri¢i jedino metodama
statistiCke fizike. Zbog toga su u ovom delu Zbirke nadli mesto i mnogi problemi
i primeri koji se obi¢no ne obuhvataju u standardnim univerzitetskim kursevima,
ali lije ¢e poznavanje dobro do¢i mladom diplomiranom fizi¢aru,

Nacdin obrade materijala je isti kao i u prethodna dva dela Zbirke. Materijal je
podeljen na deset poglavlja. Prvih osam je posvefeno raznim pitanjima statistitke
fizike sistema u termodinamicki ravnoteZnom stanju. Deveto poglavlje obuhvata
elemente fizicke kinctike, koja sluZi kao osnova za proulavanje termodinamicki
neravnoteznih (ireverzibilnih) procesa, pri ¢emu je korid¢en samo formalizam jedno-
Cesti¢nih funkcija raspodele. Kao i u prethodna dva dela, svako poglavlje ima kraci
uvod, u kome su dati pregled osnovnih fizi¢kih pojmova i odnosa, kao i neophodne
informacije iz matemati¢kog aparata. Poslednje, descto, poglavlje sadrzi meSovite
zadatke, namenjene samostalnom veZbanju i radu Citaoca, dok se u prvih devet
nalaze zadaci sa kompletnim refenjima. Zapaza se da je i ovde teZidte Zbirke ostalo
na metodama, koje Cesto pricinjavaju teskoce, ¢ak i studentima sa inae potpuno
korektno formiranim fiziCkim rezonovanjem. To, naravno, ne znaci, da fizicki
aspekti problema nisu drZani dovoljno u prvom planu. Naprotiv, to se za ovaj deo
Zbirke moZe reéi vife nego za prethodna dva. Autori su smatrali da ovakva knjiga
ne bi bila potpuna i ne bi cdgovarala savremenim zahtevima u pogledu znanja iz
statistiCke fizike, ako u nju ne bi bili ukljuéeni i primeri izstatisticke fizike konden-
zovanih sistema sa znatnom medudestitnom interakcijom koja se ne moZe tretirati
metodom perturbacija, kao i fizi¢ke kinetike. K10z primere iz tesmodinamike magne-
tika pokazano je da termomehanicki sistemi nisu jedini prosti sistemi, iako se u
vecini udzbenika termodinamike izlaganje obi¢no ogranitava na njih. Dat je takode
nesto veéi znacaj mikrokanonskom i velikom kanonskom ansamblu, kao i ekviva-
lentnosti termodinamika baziranih na njima sa termodinamikom zasnovanom na
kanonskom ansamblu.



Ni ovaj tre¢i deo Zbirke zadataka iz teorijske fizike ne moZe pretendovati na
znatniju originalnost. To bi, uostalom, i bilo tefko posti¢i u okviru materije koja se
izla%e u standardnim univerzitetskim kursevima i koju ova Zbirka treba da ilustruje
i upotpuni. Ono $to ipak treba istaci jeste, da su svi reSeni primeri propraceni opSir-
nijim komentarima i objasnjenjima svih fiziCkih argumenata i matematic¢kih detalja.
Prilikom sastavljanja ove knjige koriS¢ena je literatura, navedena na kraju knjige.
Ipak, ukljueni su i neki (clementarniji) rezultati koje su dobili autori ili njihovi
saradnici. Treba posebno ista¢i pomo¢ asistenta Prirodno-matematickog fakulteta
uBeogradu mr Vide Zigman, koja je za ovu Zbirku obradila dva zadatka, 8. 13 i 8. 14,
iz oblasti primene metoda éelije na kvantno degenerisani jonizovani gas, §to je svo-
jevremeno bila tema njenog diplomskog rada, uradenog pod rukovodstvom jednog
od autora.

Autori Zele da ovom prilikom izraze svoju zahyvalnost svima koji su im pomogli
svojim interesovanjem i razgovorima u toku rada na ovoj knjizi. Posebno priznanje
autori duguju Sefu Katedre za teorijsku fiziku Prirodno-matemati¢kog fakulteta u
Beogradu, profesoru dr Pordu Musickom, koji je u viSe navrata ispoljavao stimu-
lativna interesovanja za ovaj rad,

Beograd, jun 1974. godine dr BoZidar S. Milié,
dr Sava M. MiloSevié,
dr Ljiljana S. Dobrosavljevi¢



1. ELEMENTI TEORIJE VEROVATNOCE

Osnove teorije verovatnoe baziraju na teoriji skupova i teoriji mere i inte-
gracije. Medutim, dugo pre nego 5to su uspostavljeni logicki neprotivureéne osnove
ove teorije postojac je raCun verovatnoca razliditih dogadaja €iji su rezultati sa
uspehom primenjivani u nauci i tehnici. Ovde necemo izlagati rigorozne matematicke
oshove teorije verovatnoe ve¢ ¢emo navesti samo klasiCne elemente ove teorije
koji bi trebalo da posluZze kao podsetnik.

Ako pri odredenim uslovima otekivani dogadaj 4 moze da se desi ili ne desi
onda takav dogadaj nazivamo slucajnim dogadajem. Verovatnoca je kvantitativna
karakteristika mogu¢nosti pojave slu€ajnog dogadaja. Preciznije, ako se pri datim
uslovima pojavljuju N ravnopravnih dogadaja pri ¢emu se dogadaj A pojavljuje n
puta onda je:

PifAy=—"- 1.1
()N (1.1)

verovatnoca dogadaja A. Ovo je klasi¢na definicija verovatnoce, odnosno verovat-
no¢a a priori. Definicija verovatnoce (1.1) se obi¢no interpretira kao odnos broja
povoljnih slu¢ajeva (povoljnih ishoda eksperimenata) prema ukupnom broju sluéa-
jeva (ukupnom broju izvrienih eksperimenata), Prema ovoj definiciji oCigledna je
slede¢a osobina verovatnoCe. Verovatnota P (A4) da se dogadaj A ne desi jednaka je
(N—n)/N, odnosno:

P(A)+P(A)=1. (1.2)

Navedc¢emo i tzv. statistitku definiciju verovatnoce ili verovatnolu a posteriori,
za koju ¢emo takode upotrcbitj istu oznaku P (4). Ako se pri pojavi N dogadaja
sa istim preduslovima i nezavisnim ishodima (na primer, pri N puta ponovljenom
identitnom eksperimentu) dogadaj 4 desi n puta onda je verovatnoca P (4) odre-
dena sa:

P(4)= lim (#]N). (1.3)

Sabiranje verovatnota koje se medusobno iskljucuju. Ako dogadaj C moZe da
se desi na dva natina A ili B koji se medusobno iskljucuju (na primer, dogadaj da
se pri bacanju dveju kocki za igru dobije ukupan zbir 3 moZe se ostvariti na dva
natina koji se medusobno iskljucuju, i to tako da se na prvoj kocki pojavi 1 a na



drugoj 2 ili obrnuto) onda je verovatno¢a P(C) jednaka zbiru verovatnoca
P(A) i P(B):
P(C)=P(A)+P(B) (1.4)

36 36 18]

Pravilo sabiranja verovatno¢a dogadaja koji se medusobno isklju¢uju moze
se prosiriti i na sluaj kada se dogadaj 4 moZe realizovati jednim od dogadaja
A (=12, ..., k) koji se medusobno iskljutuju. Tada je:

PA)=P(A)+P(A)+---+P(4) (1.5)

(u pomenutom primeru bi bilo P(C)ni-iul i)

MnoZenje verovatnoca nezavisnih dogadaja. Ako su dogadaji B; (i=1, 2, . . .,M)
nezavisni, tj. ako pojava jednog od njih ni na koji natin ne uti¢e na pojavu ostalih
(na primer, ako se jedna kocka za igru baca uvzastopno dva puta opda rezultat dru-
gog bacanja ne zavisi od rezultata prvog), onda je verovatno¢a dogadaja B koji
se sastoji u pojavi svih dogadaja B; jednaka proizvodu verovatnoéa P (Bj):

P(B)=P(B)-P(B)- - -+ -P(By) (1.6)

Slucajna velidina je promenljiva veliCina &ije se vrednosti pojavijuju kao re-
zultati slucajnih dogadaja. Slucajna veliina naziva se diskretncm ako se njene
vrednosti mogu numerisati nizom ili delom niza prirodnih brojeva. U protivnom,
slutajna veli¢ina se zove neprekidna (kontinuirana). Razmotrimo oba tipa slu¢ajnih
veli¢ina posebno.

Diskretna slucajna veliina X moZe biti okarakterisana redom raspodele ili
Jfunkcijom raspodele. Red raspodele predstavalja skup svih mogu¢ih vrednosti x;
veli¢ine X i odgovarajuc¢ih verovatno¢a P;. Verovatnoée zadovoljavaju uslov:

1
S P=1 (1.7)

I=1

gde ! moZe biti kona¢no ili beskona&no. Dva takva reda raspodele su od posebnog
interesa za primene.

Binomna raspodela je takva raspodela kod koje moguéim vrednostima xi,
X2, .., Xy slutajne veli¢ine X odgovaraju verovatnole:

P=Cyp'(1-p"-.  i=1,2,..., N, (1.8)

gde je 0<p<1 a Ci su binomni koeficijenti Cp=N1/it(N—i)!.
Kod druge raspodele koja se naziva Puasonova raspodela (Poisson) verovatno-
ée su:
a . '
.PI=_—'e"’, 0<i<eo (1.9)
il

gde je a neki parametar ve¢i od nule koji karakteride raspodelu.
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Funkcija raspodele slucajne diskretne velifine X je funkcija F (x) koja je jednaka
verovatno¢i da X bude manje od vrednosti x. Ocigledno je:

i
F(x)= 3 P, (1.10)
x<X
gde se sumiranje vr8i po svim indeksima i takvim da je x;<x.
Slu¢ajna veli¢ina X se naziva neprekidnom ako njene moguce vrednosti obra-
zuju bar jedan interval (a, b) u skupu realnih brojeva x, odnosno ako postoji ne-
negativna funkcija f(x) koja pri proizvoljnom realnom x zadovoljava relaciju:

F®= [f()ax (1.11)

gde je F(x) i dalje funkcija raspodele, a f(x) naziva se gustinom verovatnoce. Dok
F(x) odreduje verovatno¢u da neprekidna sluCajna veli¢ina X bude manja od Xx,
izraz f(x) dx odreduje verovatnocu da slu¢ajna veli¢ina ima vrednost izmedu x i
x-+dx. Funkcija f(x) mora biti normirana, tj. uslov:

]
[ fxydx=1 (1.12)

mora biti zadovoljen.
Za primenu je od velikog znacaja tzv. Gausova ili normalna raspodela (Gauss)

kod koje je:
1 7
R s —(x—p)? 13
f( Vi cexp( (x—p)?(26?) (1.13)

gde su ¢ i p parametri,
Srednja vrednost sluCajne veli¢ine X je broj X odreden relacijom:
1 5
X= 3 xP, odnosno X= f xf(x) dx (1.14)
i=1
u zavisnosti od toga da li je slutajna velitina diskretna ili neprekidna.

Disperzija ili standardna devijacija D slutajne veli¢ine X je srednja vrednost
kvadrata odstupanja slutajne velitine od svoje srednje vrednosti, tj.

+eo
D= é (x,—X)*P,, odnosno D= [ (x— X)* f(x) dx (1.15)
i=1 .

za sludaj diskretne i neprekidne sludajne veliCine respektivno.

Na sli¢an nadin se definiSu gustina verovatnoée i funkcija raspodele za vife
sluéajnih veliéina X, X», . . .., X,. Na primer, ako su sve ove velitine neprekidne
onda relacija:

Xn Xp—y

F Xy avey XY= ff ff(xl,....xn)dxldxz--—dx,, (1.16)

—00 —on
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definie funkciju raspodele F(xy, x5, ..., x,), tj. verovatno¢u da istovremeno X,
bude manje od x;, X» bude manje od x; itd. Funkcija f(xy, x2, - - , X,) predstavlja
odgovarajuéu gustinu verovatnoce, pa tako izraz f(xqy, x3,.., X,) dx, dx;...dx,
odreduje verovatno¢u da X, nude izmedu x; i x;-}-dx;, da X, bude izmedu x; i
xp-dx; i dalje redom do zahteva da X, bude izmedu x, i x,+dx, Nije tesko

ustanoviti oblik funkcije raspodele i u slu€aju kada su sve veliCine X7, X5, ..., X,
direktne. Tada je:
F(tp X oees %)= 2 2 -+ 3 P(Xy=iy, X, =iy, ..., X,=i,) (117)

fy<<x) iz=<<xy in<xp

gde se sumiranje vi§i po svim moguéim vrednostima svake od slu€ajnih veliina
takvim da je i, <<xj, i3<<x, itd. Pri n=2 sistem neprekidnih slu€ajnih veli¢ina moZze
se interpretirati kao slutajna tacka u ravni sa odgovaraju¢im koordinatama X7 i X,
a pri n=3 kao sluéajna tacka u prostoru.

Osnovne karakteristike sistema slufajnih veliina su takode srednja vrednost:

+= 4o
-[ ] fx,f(xl,xz....,xn)dx!dxz---dx,, (1.18)
i disperzija:
to +w .
D= [ [ - [ c=X2f(x, %, -, x)dxydxy- - -dx,. (1.19)

Na analogan na¢in se definifu srednja vrednost i disperzija za sistem diskretnih slu-
tajnih veli¢éina — integrali v gornjim izrazima u tom sluaju prelaze u sume po
svim moguéim vrednostima slu€ajnih veli¢ina.

U ovom poglavlju, kao i u slede¢im, Cesto ¢e se koristiti Stirlingova formula
(Stirling) koja odreduje pribliZan izraz za faktorijele velikih brojeva:

n!-—( )V21m(l+—-]—+-—l—-+ ) (1.20)
e

12n  288m?

Obi¢no se pri vrlo velikom n zadovoljavajuéi rezultati dobijaju ve¢ sa:
n n
In{n!}~In (—) : (1.21)
€

1.1 U sudu zapremine V nalazi se N molekula koji medusobno ne interaguju.
Neka n oznacava broj molekula u proizvolinom delu zapremine v. Smatrajuci da je
u stanju toplotne ravnoteZe verovatnocéa nalazenja odredenog molekula u zapremini v
Jjednaka v|V, a) nai verovatnoéu P, da se u istom elementu zapremine nade n mo-
lekula; b) izralunati srednju vrednost n i disperziju (n—n)2; c¢) pokazati da u granic-
nom slucaju V- o, N—oo, pri N[V=const. (ovo je tzv. termodinamicki limes)
raspodela P, tezi Puasonovoj raspodeli, a da u sluéaju n>>1 i An=n-—n<<n raspodela
ima Gausov oblik.



Refenje

a) Verovatnoéa da se odredeni molekul nade u zapremini v iznosi p=vy/V.
Verovatno¢e nalaZzenja n molekula pojedinac¢no u istoj zapremini su nezavisne (posto
molekuli ne interaguju) pa je tako verovatnoéa da se u v nade n odredenih molekula
istovremeno, a ostali N—n da budu van te zapremine, jednaka p"(1—p)¥—". Medu-
tim, da bi se odredila verovatnoéa P, da se u v nade n bilo kojih molekula mora se
dobijeni rezultat pomnoZiti sa brojem nacina na koji se od N molekula moZe oda-

brati njih n (n<<N). Taj broj je odreden binomnim koeficijentom “Cn., tako da

nalazimo:
N1 AL v \»
P=Cxp'(1-p-"=——— (=] [1-—) - 1.22
~Ghpr(-prre— T (Y (1-7) 122
Primetujemo da P, odgovara slu€aju binomne raspodele (1.8).
b) Po definiciji srednje vrednosti (1.14) nalazimo:
s N (N—1)!
n=SnP,=NpS —————p~1(1—p)¥",
,g:o ..gi (N=—n)! (n—1)!
a ako iskoristimo binomni obrazac:
N (N-1)
-} N-1_ R, S SR T | —n’
P N v YA
dobijamo:
ii=Np[p+(1 —p)]”"’an=N{;.
Iz definicije za disperziju (1.15) sledi da je:
D=n—nyp=n—n=n(n—1)+n—n.
Srednju vrednost n (n—1) nalazimo takode po definiciji (1.14):
e W N (N-2)!
nn—D=Snm-1)P,=pPPNN-1) S —————p"2(1-pN ™.
:El ,g; (N—n)! (n—2)!

Ako promenimo indeks sumiranja tako da_n—I4-2 i ponovo iskoristimo binomni

obrazac nalazimo:

— a2 -
nn—1)=p* N(N l)‘g;)-———-———m(N_z_l)”!

=P NE-Dp+(1-pP-=p2 NN -1).

Prema tome, za standardnu devijaciju (disperziju) dobijamo:

D=n(n—1)+i—n"=p>N(N— 1)+Np-N2p2=NiV(-1 et

P (1 —pyn-2-i =
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c) Ako je N>>n, 8to pretpostavljamo, onda se P, moZe aproksimirati na sle-
de¢i nalin:
_Nwv-1) N=2):--(N—n+1)
n!

N~
P, pr(l-p ”‘“E;p"(l—p)"-

Stavimo Np=n i u granitnom sluéaju N—co pri g-=oonst., nalazimo:

- —\N =
R T PR -
P~ Im {;!_(1 ?v‘) }sn_!e , (1.23)

gde smo iskoristili definiciju prirodnog broja e. Dobijeni izraz odgovara Puasonovoj
raspodeli (1.9).
d) U slutaju kada je n>>1 i An=n—n<n, P, ima drugaliji asimptotski
oblik. Podimo od logaritma dobijenog izraza u prethodnom delu zadatka:
InP,=nlnn—n—Inn!,

i ako iskoristimo Stirlingovu formulu (1.21) za Inn! nalazimo:
]nP,,gnInﬁ-?i—nlnn+n=nln-n——-@—n).
n

Pofto je m=n+An onda moZemo iskoristiti i aproksimativhu formulu
In (1 4+ x)=2x—x?/2, koja vaZi za slu€aj kada je x mala velilina, tako da dobijamo:

e~ @+Anin (1 +9_—n)+Anc__v—~ﬁ+An)[,A__"_%(é_'i)’]+An
n = -

@n

-1
2 n

2

odnosno:
(n—n)2

P,=const.e 2" , (1.24)

Vidimo da P, ima oblik Gausove raspodele (1.13). Ukoliko se n u gornjem izrazu
shvati kao neprekidna promenljiva u intervalu —eo <n< -0, §to je prihvatljivo
s obzirom na to da je n>>1 i poSto odgovarajuca funkcija veoma brzo opada levo i
desno od vrednostin, onda se moze pokazati da normirana raspodela(1.24) i raspodele
(1.22) i (1.23) imaju iste vrednosti za # i n2. Citaocu se ostavlja za samostalnu vezbu
da proveri ovo tvrdenje.

1.2, Odrediti verovatnoéu Py (t) da se neki dogadaj desi n puta u intervalu
vremena (0, 1) ako je poznato da a) pojava istog dogadaja u momentu t ne zavisi od
istorije sistema koja je prethodila tom momentu, b) verovatoéa dogadaja za mali
interval vremena 8t raste proporcionalno duZini tog intervala. Drugim recima, vero-
vatnoéa pojave jednog dogadaja u intervalu (t, t+38t) jednaak je p.8t+4-0 (8t), gde je
o (8t) beskonacno mala velic¢ina viSeg reda u odnosu na 8t, a p. je konstanta i c) vero-
vatnoéa pojave istog dogadaja dva ili viSe puta u intervalu (1, t-+3t) jednaak je nuli,
odnosno o+-o (8t).
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Refenje

U intervalu vremena (o, t-}-8¢) nece se pojaviti ofekivani dogadaj ako se ne
pojavi ni u intervalu (o, f) niti u intervalu (¢, 48¢). Posto pojava dogadaja ne
zavisi od predistorije sistema nalazimo:

Py (t431)=Py(@) (1-pdt+0 (1)),

odnosno:
Py(t+86)—P, (1) o@®1)
= —uP()+——=.
51 M o() 57
Dopustajauci da 8¢ teZi nuli dobijamo:
dP, (1)
— = P, ().
& [ o()

Resenje ove diferencijalne jednaline je:

InP,(t)= —pt+e,
ili:
Py(t)=Ae™v,

gde su ¢ i A4 konstante. OCigledno mora biti P, (0)=1 tako da je A=1 pa prema
tome:

P (t)= et

Ako je n=1 onda postoje dve mogu¢nosti — ili se dogadaj desio u intervalu
(0, 1) ili u intervalu vremena (¢, £--87), pa na osnovu pravila o sabiranju verovat-
noca (1.4) dobijamo:

P, (t+38)=P (t) (1 -pd1r+0@1))+P,(t) (181+0(31)),
odnosno:
P (t+80)— Py () _
St

—pP (f)+nPo(r)+°$;)-

Pri uslovu da &8¢0 nalazimo diferencijalnu jednadinu:

dpP, (t
-"-:;}“)"‘: -k P (f)+pe vt

Sa otiglednim potetnim uslovom P; (0)=0 ova jednalina ima reSenje:
P, (D)=pte v,
U opstem slugaju n=1 dobili bismo diferencijalnu jedna&inu:

dp, ()

u = T EROFRP,®.
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Metodom matematitke indukcije moZe se lako pokazati da je:

Pn ({)L—_%e*lﬂ

refenje gornje jednafine pri poetnom uslovu P, (0)=0. Prime¢ujemo da Py (f)
ima oblik Puasonove raspodele (1.9). Tipi¢an primer odgovarajuée pojave je radio-
aktivno zrafenje kod koga se u intervalu vremena (o, f) u srednjem pojavljuje pt
Eestica.

1.3. Broj elektrona emitovanih sa uZarene katode u jedinici vremena predstavlja
slucajnu velicinu koja se ponasa po Puasonovom zakonu raspodele, tj. verovatnola
da u jedinici vremena bude emitovano i elektrona odredena je izrazom (1.9). a) Prove-
riti da li je zadovoljen uslov normiranja (1.7) i naci zatim srednju vrednost i i disperziju
(i—i)2. b) Kolike su verovatnole da za jedinicu vremena bude emitovan bar jedan
elektron, odnosno bilo koji broj elektrona veéi od srednjeg broja emitovanih elek-
trona?

Refenje

a) Posto diskretna slutajna veli€ina i, broj emitovanih elektrona u jedinici
vremena, leZi u intervalu o<i<co provera uslova normiranja (1.7) svodi se na
nalaZenje sume beskona¢nog reda:

o0 o ad o ai
Z Pf—z—_—E“’=€"“ L
i=o i=o i! i—o i!

Lako je prepoznati da 3 a'fi! predstavlja Tejlorov razvoj (Taylor) funkcije e*
=0
za slufaj x=a, pa je prema tome:

Z P‘=£’_"-€“= I,
i=0
§to je trebalo i pokazati.
Sli¢no, iz definicije za srednju vrednost slu¢ajne veli¢ine (1.14) nalazimo:

lT-=Z i—e 9=¢ @ 5 =e'“a§:i=a.
i—o 1! i1 ({—1)! —o /!

Kako je prema definiciji (1.15) disperzija sludajne veliCine jednaka:

(=i =i =i =) +iei,

to znati da treba da odredimo samo veliinu i (i—1). Postupamo analogno reSenju
zadatka 1.1:

al S a
Si-2)!

!
' e “=qg’e " a’e %e=a?
it

D=3 i1

i=0
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Na osnovu prethodnog sledi:

(-ipP=a*+a~-d=a=i.

Ovaj rezultat, da je disperzija slucajne veli¢ine jednaka njenoj srednjoj vrednosti,
karakteristian je za Puasonovu raspodelu.

b) Verovatnota emisije bar jednog elektrona najlakSe se nalazi preko vero-
vatnote komplementarnog dogadaja, tj. verovatnoce da ne bude emitovan nijedan
elektron:

P(i=0)=e""

Otigledno je da verovatnoa P (i=1) da u jedinici vremena bude emitovan bar
jedan elektron i P (i=0) moraju da zadovoljavaju relaciju (1.2) pa je zbog toga:

P@>1)=1—e—2

Verovatno¢a emisije bilo kog broja elektrona #, pod uslovom i>i, takode
se moZe izracunati preko verovatnoée komplementarnog dogadaja. Naime, trazimo

verovatnoéu P (i<i) da bude {<i i koristimo relaciju (1.2):

P(i>D)+P(i<)=1,
a posto je:
— [ g
Pi<d=3 —e™,

i=o I

gde je [a] najveéi ceo deo broja a, konagno dobijamo:

- [l
P(i>D=1-e= 3 o

i—o i!

1.4. Posmatraju se dve vrste cestica. Verovatnoéa da data zapremina V sadrZi
j destica prve vrste odredena je Puasonovom raspodelom (1.9) sa karakteristicnom
konstantom a, a verovatnocéa da sadr¥i k festica druge vrste odredena je takode Puaso-
novom raspodelom ali sa drugom karakteristicnom konstantom b. Pretpostavijajuli
da su brojevi Cestica razlicite vrste u istoj zapremini nezavisni odrediti verovatnoéu
da data zapremina V sadrZi ukupno n lestica.

Refenje

Dogadaj A &iju verovatnolu traZimo, da zapremina ¥V sadrZi n Cestica, moZe
se realizovati jednim od dogadaja 4;(i=0, 1, 2, ..., n) koji se medusobno isklju-
cuju:

H
A= 2 Aj-

Ovde A; oznacava dogadaj koji se sastoji u tome da V sadrZi i Cestica prve vrste i
n—i &estica druge vrste. U tom sluaju moZemo iskoristiti relaciju (1.5) za verovat-
no¢u dogadaja A:

P(A)=3 P(4).

i=0
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Posto broj molekula prve vrste / ne zavisi od broja molekula druge vrste n—i
to znali da su odgovarajue verovatnoce nezavisne pa pomoéu formula (1.6) i
(1.9) nalazimo: ’
ale—a pr-ip—b i pn—ip—(a+b)

P == itm—i)!

Na osnovu toga dobijamo:

PU=3 PUY="2 5 Mg
,-_20 Yl .-..zoi!(n—l')! '

Poslednja suma predstavlja upravo binomni obrazac u eksplicitnom obliku
za sludaj (a--b)*, tako da konatno nalazimo:

P(A)= (i*%)i e—@+b),
n

1.5.) Posmatrati sledeée gustine verovatnoca slucajne velicine x:
a) f(x)= Ae—ox (0L x< + ) (eksponencijalna raspodela),

A, asx<b
b) f(x)= b

0, x<a, x>b
¢) f(x)=Ae=**(— oo <x< o) (Gausova raspodela)

(ravnomerna raspodela),

d) f(x)= Aeh(%} (0<x< o) (Drajvitajnova raspodela (Druyvestein)).

Normirati funkcije f(x) a zatim odrediti srednju vrednost sluéajne veliine x, srednju
vrednost kvadrata x2 i disperziju.

Refenje

a) Da bi gustina verovatnoce bila normirana mora biti zadovoljen uslov (1.12):

If(x)dx=Aof e—«xdx=%=1.

Prema tome eksponencijalna raspodela je normirana ako je A=e«. Dalje na osnovu
definicije srednje vrednosti (1.14) nalazimo:

;=f xf(x)dx=a fxe‘“"dx=-l~.
0 /] %
§5=f xzf(x)dx=af e-exdx= 2,
o
o o

gde smo gornje integrale redili metodom parcijalne integracije.
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Na osnovu prethodnog jednostavno sledi disperzija sluajne veliine x:

.

o2

D=x*—%

Prime¢ujemo da je tzv. relativna fluktuacija’ 8=}/D/x jednaka jedinici.

b) Na potpuno analogan nadin kao pod a) nalazimo da 4 mora biti jednako
1/(b—a) da bi ravnomerna raspodela bila normirana. Sli¢no, za srednje vrednosti

x 1 x2 i disperziju D dobija se :!-l— & +a), % (% +a? +b) i{—;- (b — a)?respektivno.
¢) U slu€aju Gausove raspodele koristimo poznati rezultat iz teorije nesop-

stvenih integrala:
+oo

f e dy = \@, (1.25)

—tc

(tzv. Puasonov integral) tako da ¢e data gustina verovatnofe biti normalna

ako se uzme da je:
don %,
T

Srednja vrednost x jednaka je nuli, $to se vidi iz

x-—f xf(x)dx:(f xe—ext dx =0,

kao integral sa simetri¢nim granicama od neparne funkcije. Srednju vrednost
x? nalazimo metodom parcijalne integracije:

+ e + o — + o0
e [ g Y LT PR L2 5 —axt) o L
x fxf(x)dx \/: f x2e—o% dx = \/ﬂ %0 f xd (e~**") TR

Poito je x=0 onda je disperzija D jednaka x2 na osnovu relacije D=x— X",
d) Integral koji se pojavljuje u uslovu normiranja:

4o w
[ fax=4 [ eelrax=1,
- 0

smenom x =o' svodimo na:

Afe—t 2 gomdg - fa g -rda=-—r(4)
0

2 Fizika
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gde smo iskoristili definiciju Ojlerove I'-funkcije (Euler):

T@=[ t-tetdr. (1.26)
1]

-1
Na osnovu toga dobijamo A=4(al‘ (%)) i za pormiranu gustinu verovat-

6

noée imamo:
4
f)= ;'(%—)

Istom smenom u odgovarajuéim integralima nalazimo srednju vrednost:

xX= wx-——4—e_(%)‘dx= 2 me—Eg-mdgmar(%)
Py sl )

i srednju vrednost kvadrata sluCajne veliine:

0

. e FoE s ¢ r(3)
X = 1 e de=——r [ eCE dEmaz —l.
“‘"(:)! r() f r(3)

Sada mozemo na¢i i disperziju:

| r(2)r )y
(1)

Na osnovu poznatih osobina gama-funkcije I' (x + 1) =xT' (x) i I‘( )= V=,

4

2
gornji rezultati mogli bi se napisati i u donekle pogodnijem obliku, §to pre-
pustamo ¢itaocu kao samostalnu veZbu.
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1.6. Data je gustina verovatnole f(x)=A(x)=Ax"e >, 0L x< + o0, gde
fe a=const, a n je ceo broj (n>1).
Ii je moguée da se odredi n tako da bude zadovoljena relacija:

ReSenje.

a) Integral:

a) Normirati funkciju f(x).

)

I=A4 f X" e—%x% dx
0

smenom «x?=z, oonosno x=z'2g='%2, syodimo na I'-funkciju:

n+
2 9

Prema tome, ako je:

= n—1
Alfz_z—e"‘dz=
2

A n+1
+1P( 2 )

n1
2a 2

onda je funkcija f(x) normirana, tj. uslov (1.12) je zadovoljen.
b) Koriste¢i normiranu funkciju raspodele i istu smenu x=a~"22z' kao

pod a) nalazimo redom:

-]

%= f S () e

0

() f L fdx=Va

.z (%
B [2rme-s -

2%

xX2f(x)dx=—

Ve (n-;—l)
r(3)
")

n+3
IF(Z) n+l.

)za

2
-}

>

1) n—1

b) Ispitati da
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gde smo u poslednja dva sluaja iskoristili poznatu relaciju I'(x+1)=xI'(x),

odnosno;
1-1(?1-{"3) H+II‘(H+1) .

P(n—lz-l)=n;l P(n;l)'

Prema gornjim rezultatima formiramo proizvode:

T 1"(—;—+1) : P(%) g 1‘2(%) |
Rl ML e

2

x| — = .
x? 20 n—1 n—1

= (T)=n+l 20 n+l

Vidimo da su ovi proizvodi jednaki za takve vrednosti koje zadovoljavaju
uslov:

n
n Pz(_f) n+l
2 Pz(ﬂ-i-i) n—l-
2

Prime¢ujemo da n ne moZe imati celobrojne vrednosti jer se u tom slucaju
na levoj strani gornje jednatine uvek javlja transcedentan broj =, (na osnovu

relacije I'(x+1)=xI"(x) i s obzirom da je I‘(—;-)uﬁ) dok je desna strana

iste jednadine racionalan broj.

1.7. Data je gustina verovatnole dve slucajne velitine x, i x, definisana
relacijom:
Ax, x,, 0<x; <a, 0<x,<b

S (xy x):{
# 0 , x<0, x,>a, x,<0, x,>b.

Normirati funkciju f(x,, x,) i naéi srednje vrednosti x,, x,, X%, X, i X, X,
Kolika je verovatnoéa da slucajni dogadaj na koji se ova gustina verovatnoée odnosi
bude okarakterisan prvom promenljivom u intervalu izmedu x, i x,+dx, pri
proizvoljnoj vrednosti druge promenljive?

ReZenje

Sli¢no uslovu (1.12), funkcija f(x,, x,) mora zadovoljavati uslov normiranja:

4+ 4=

f f FOxy x,)dx, dx,=1

— 08 — o0
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da bi imala smisao gustine verovatnoe za slufajne promenljive x, i x,. Na
osnovu definicije funkcije f(x,, x,) u datom slu¢aju nalazimo:

4o 4o
f ff(xl,xz)dxdxz Affx,xzdxla‘x A_az bz

Prema tome, ako se uzme da je A=4/(a? b?) funkcija f(x, x,) ¢e biti
normirana.
TraZene srednje vrednosti nalazimo po definiciji:

4x. % 2
ffxl (%15 x5) dx, dx, ff a"’lbzz 1dx2=‘§‘as
a b a & 4 2
= . Pl Ry e s %1 %2 gy, dxy=—=b,
X, ffxzf(xx x,) dx, dx, ffxz 2 b2 1=

0 0 o

0

a b

;x_z“f f x2 f (x5 x?)dxl dx2=%az,
LU 1]

a b
;;E"’f f %, f (%1, %;) dx, dxz"":li*b}
0o 0

a b

xlxzﬂ‘f f X, X, (%, X;) dx, dx2=% ab,

0 0

gde smo koristili normiranu funkciju f(x,, x,) i €injenicu da je ista funkcija
jednaka nuli izvan intervala [0, @] i [0, B].

Verovatnofa dw da sludajne veliine imaju vrednosti izmedu x, i x, +dx,,
odnosno izmedu x, i x,+dx, odredena je funkcijom f(x,, x,):

: 4
dw =f(x,, x,) dx, dxz=“;2"£2' Xy X, dx, dx;,,

a ako nas interesuje verovatno¢a dw da samo prva sluajna velidina ima vred-
nost izmedu x, i x,-+dx, bez obzira na vrednost druge veli¢ine onda treba
integraliti dw po svim moguéim vrednostima x:

b
x, dx, f xzdxz=%xl dx;.

1]

4
sz

dw =
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1.8. Gustina raspodele dveju shucajnih velicina x, i x, ima oblik:

2

f(x, x,)=a (l+b;—£—+cu

) e~ (x124x2%)
X; 0x; 0x;

pri —o0 <X, X, < + co. Ovde su a, b;, c; i o neke konstante, a podrazumeva
se sumiranje po indeksu koji se ponavlja. Normirati ovu funkciju i odrediti kons-

tante b; i ¢;; pomocu srednjih vrednosti x i xx ;.

Relenje

Uvedimo najpre oznaku F(x,, x,)=e*®*+*% | normirajmo funkciju
[ (%, x,), tj: zahtevajmo da bude:

+w 4w o o +© oo -
_!_“ff(xuxz)dxldxz—al_[ F(’ﬁ,xz)dxdxz+ab:_!h‘[a—%dﬁdxz+
4o oo p
+aey f ox; ;xj &, dry= 1.

Poslednja dva integrala jednaka su nuli, Sto se vidi posle izvriene parcijalne
integracije. Dakle, dobijamo (koriste¢i formulu (1.25):

40 4oo Fe o
[ [ ssea [ [emen ooz
S o JJ =
odnosno:
o
Q=—
T

Za izratunavanje srednjih vrednosti potrebni su nam integrali:

4o 4o
I,= f f X; F (%, %;) dx, dx,=
too +oo to oo
I,= f f x;,——dx dx S,kf f x:_‘— dxl “'_si'k E’s
4o oo

x dx, dx,,
ff kdxdxj 1
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gde je 8;,=0 za i#k i 8,=1 za i=k. (Kronekerov simbol (Kronecker)). Na
osnovu toga neposredno dobijamo:

e oo +ee oo

_ F
x,,u-i[f kaF(x,,xz)dx,daa«i-b; f kai—dxldxz+-
T 0x;
—00 —te —m —o0
400 o (}ZF
+cuf fx,, dx,dx2]=i{11+b,12+c013}=—bk

Sli¢no, za izratunavanje srednjih vrednosti )ﬁ , treba da znamo sledefe
integrale:

+ew +o oo oo
K, = f kax,Fdxl dx2=8m f dxz f xxze_“(x‘2+*z"dxl==
8 -E-—l— i—sk,_f_
=M\jm2a\‘a 202
4o 4o 3
KZ"f kax:—idxldxz=0 i
0%
B +:‘ sz + e + o sz
K,= X5 X dx, dx, =8, 8 f Xo X dx -
3 f "[ ’ 'ax,axj e ﬂf T 0%, 0%, e

=81k Sps (1 4+ 35) % .

U tom sludaju lako nalazimo da je:

- 1
Xy Xy= {K,+b, K, + ¢y K3} =8y — + ¢4 (1+ 84,
T 2
odnosno:

— 1
Xk xlzck;+ skf (‘—" + Cft’f) .
2a

1.9. Korelatorom, ili korelacijom, dveju slucajnih velidina x; i x; naziva se

izraz (x—x;) (x ~—-5c}) ako je i+#j (za i=j isti izraz predstavlja disperziju i-te
slucajne veli¢ine). Za dve shiCajne velicine ka¥emo da su nezavisne ako im je
korelator jednak wnuli. Naci korelatore u slucaju sledecih gustina verovatnola:
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R Ax x,, 0<x<a, 0<x,<b
v 0 , %<0, x>a x<0, x>b,

Ae e 0L x,, X<+ 00
0 y —o0 <x11 X2<0,

b) £ x2)=[

gde A predstavlja konstante koje treba odrediti iz uslova normiranja funkcija f (x;, x,)-

Refenje
Lako je uocCiti da je:

(_x:—?:) (xz""‘x—a =X xz"";‘; ;;

tako da se problem svodi na nalaenje srednjih viednosti.

a) PrimeCujemo da smo u zadatku 1.7 datu funkciju uspeli da normiramo
izabravii 4=4/(a?b?). U tom slufaju srednju vrednost x, nalazimo po definiciji:

a b
— 4 . 4 & b 2
X = X dx, dx, = —_——=—a,
lffa’b’lxz'zazbz32 3
0o o
a iz potpune slicnosti oagovarajuc¢ih formula zakljutujemo da je:
—_ 2
xz"? b.

Sli¢no, x, x, nalazino po definiciji:

i konatno na osnovu dobijenih rezultata odredujemo korelator:

(6, —x;) (x3—x;) = ‘; ab

a -2—b=0.
3

Znati, za shutajne veliCine x; 1 x, moZemo da kaZemo da su nezavisne,

b) Da bismo funkciju f(x,, x,) normirali moramo da izrafunamo sledeci
integral:

S Y S R
0 0 0 o
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1jn
ito refavamo smenom x,n(i'-) , (i=12),
o
o B [ oot B 4 (1
- ) P ~E) 527 - it
Pk f (%) Mrde‘f € 2df-—CoT (n)
0 0

Prema tome, 4 treba da bude jednako n? 212 (i) da bi funkcija f(x,, x,)
n

bila normalna.
Sa normiranom funkcijom f(x,, x,) nalazimo srednju vrednost:

-] -l
— n? a?n
Xy = [ x, e=*x1" dx, f e—%*2" dx, =
Lt 2
r 0

* ()

N T ik

Iz potpune sli¢nosti formula zakljufujemo da mora biti:

e )
o

Sto ¢italac moZe samostalno da proveri.

Srednju vrednost x, x, nalazimo istim smenama kao u prethodnim
integralima:

o

n2 o2l
X, x2=-————1-— f
g

et ")
X, &0 dy, f X, e~%*" dx, = 2N !
“ ()
0 n

Na osnovu dobijenih rezultata lako je proveriti da je traZeni korelator i u ovom
shu€aju jednak nuli,

o
n

1.10. Klasi¢ni harmonijski oscilator osciluje sa frekvencijom . Naéi verovatnoéu
da pri slucajnom merenju njegovog poloZaja isti bude naden izmedu x i x -+ dx. Ispitati
dobijenu gustinu verovatnoée, tj. izralunati srednje vrednosti x, x2 i disperziju. Kolika
Je srednja vrednost brzine oscilatora du? trajektorije?
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Resfenje

Posmatrana &estica osciluje po zakonu:

x(t)=Asinwt

Njen period oscilovanja je T=-2—E. Za vreme T2 Cestica jednom prode kroz sve
w

svoje poloZaje, tako da je traZena verovatnoéa jednaka:

o dt_2d
T
2

gde je dt vreme koje Zestica provede izmedu x i x4 dx.

Posto je potrebno da dw izrazimo pomoéu koordinate transformiséemo
zakon kretanja:

i dalje:
dz-lL
o VAa2=x2’
tako da dobijamo:
2 dx
w VIZ—_.‘IZ 1 dx
dw (x)= ——

Prema tome, traZena gustina verovatnole je:

1

Lako se moZe proveriti da je funkcija f(x) pravilno normirana. Zaista:

)=
11

+1
AdE

A A +1
1 dx 1 1
dx = — —_——— —————  — i
[f(x) “:‘[; y ﬂl[ T [arc sin &)

=1,

gde je iskori¥¢ena smena x=A4 E.
Srednju vrednost x nalazimo po definiciji:

A A +1
— 1 xdx A EdE

-— d f— — —_—_— e —— —
x_fxf(x)x T:Ah,gz_xz =J V1-E2 0
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i sli¥no, uvodeéi smenu E=sin 0.

kg

— 2 2 1 2
xa=fxf(x)dx=_._ EEE___A_ M;”_'
Vl-gz I: cos 0 2
—A _E
2

tako da dobijamo za disperziju:
D=x2—5'=A2.

Brzina je odredena izrazom:
dx
v=E—=Amcos ot=ow) 42—x2,
t

pa se neposrednom integracijom nalazi i traZena srednja vrednost brzine duZ tra-
jektorije:
A

v==fvf(x)dx= meTnfz =_2_-Am

—A

I.11. Materijalna tacka mase m pada bez poletne brzine u konstantnom polju
Zemljine teZe, pri cemu se kretanje vrsi u sredini Ciji je otpor proporcionalan kvadratu
brzine kretanja talke, a konstanta proporcionalnosti je k2m. Posmatrati tacku posle
predenog puta h. Izradunati njenu srednju brzinu i brzinu usrednjenu po trajektoriji.

ReSenje
Diferencijalna jednatina kretanja materijalne tatke ima oblik:

m¥ = mg — k*mzx?, ( Edj),
dt

odnosno:
¥=g—k*x?,
gde se pretpostavlja da je x osa orijentisana ka povriini Zemlje.
Jednostavnom smenom 5&=:‘cg data diferencijalna jednadina pojednostav-

ljuje se:
dx
g,
dx 2k2
tako da je:
xdx 2k*xdx |

dx = =l —
g—-k3* g—k*xt 2k2
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a posle integraljenja nalazimo:

1
X+ec=———In(g—Kk2z2).
YT (& )

Prema pocetnim uslovima x=0 za x=0, pa je
¢c=—Ing/(2Kk?,

§to posle elementarnih transformacija dovodi do rezultata:

2= V2 =

Da bismo nasli srednju brzinu postupamo sli¢no kao u prethodnom zadatku,
1.10. Tako srednju brzinu ¥; defininiSemo na slede¢i nafin:

_ f vdt

" I

§to na osnovu prethodnog rezultata moZemo pisati u obliku:

h

[ ax

et

0

Smenom 1-—e~?¥*=z2 svodimo poslednji integral na tabliéni slucaj:

= hV- e ]_‘ khVz 1 l+|/l—e-ik'ii]—1
[sz(l—z)z - g[_z- 1—V1—e2Fh | °

Brzinu usrednjenu po trajektoriji definifemo na sli¢an nacin:

h
fvdx
(1]

’l L]
fdx
0

tako da ponovo moZemo da iskoristimo vezu izmedu x i X:

h
;‘EI' IV_V_ e—2K%x gy
0
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i istu smenu z?=1—e—2¥* pa dobijamo:

Vi—e—20h
- 2 1 —e—2k%h S
y”.=@f __%_‘iz_=V§ [l [nl+V1 e’ ~Vl—e—2'fz*].
kho k2 (1-z%

n 2 - i—eam

Primeé¢ujemo da srednja brzina v nije jednaka brzini v, usrednjenoj po trajek-
toriji. Takode zapaZamo da smo pri odredivanju v; koristili, precutno, verovatnoéu
da Zestica u datom trenutku ¢ ima odredenu brzinu, dok smo pri odredivanju ¥
koristili verovatnoéu da pri datoj koordinati Zestica ima odredenu brzinu. Citaocu
pepustamo za samostalnu veZbu da po analogiji sa prethodnim zadatkom ekspli-
<itno napiSe pomenute verovatnofe i odgovarajuée gustine verovatnoéa.

1.12. Posmatrati skup materijalnih tadaka mase m koje padaju u konstantnom
polju teZe, kreéuci se brzinom u sredini Cifi je otpor proporcionalan kvadratu brzine
kretanja, sa koeficijentom proporcionalnosti k2m. Pojedine materijalne tacke ovog
Skupa razlikuju se po podetnim brzinama vy, 0<vy<<+ 0. Ako su sve krenule u istom
trenutku nadi srednju brzinu ovog skupa posle vremena .

Refenje

Posto materijalne tacke padaju sa razliCitim podetnim brzinama onda je
otigledno da ¢e njihove brzine v (t) posle vremenskog interala = biti razlidite. Ako
bi maksimalna poetna brzina bila v, onda bi bilo prirodno da se srednja brzina skupa

¥ (%) definite na slede¢i nadin:
Vo

\T(_'Ejrz-:- v (7) dv,.
(]
0

Medutim, podto je v, neogranieno, traZenu srednju brzinu definisa¢emo kao:

7= lim [—l—f:(‘r)dvn}.

v (¥,

U ovim formulama pretpostavili smo da odnos dv,/v, odreduje verovatno¢u da
materijalna tatka ima poCetnu brzinu izmedu v, i v,+dy,.

Prema tome, potrebno je da prvo odredimo v kao funkciju vremena. Postupa-
mo kao u prethodnom zadatku — diferencijalnu jednainu kretanja za jednu tacku
skupa:

mi = mg — k*mx*
prepisujemo u obliku:
&
g—k*x2
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koji moZemo da integralimo:

t+c= f 5 -
-9
g
=if d (x/) % 14 %/«
1-(le) 2g 1—%fa

Kod drugog integrala uveli smo oznaku a?2=g[k2, a iz rezultata se vidi da o ima

gmisao granitne brzine (x—>« pri t— co).

Konstantn ¢ odredujemo iz pocetnih uslova:

=_c_t_ln]+vo[oc’
2g 1—vwyfa
tako da nalazimo da je:
l+a'c/m==1+vo/u£:—'
1—%fa 1—vfa

Ako poslednji izraz ref§imo eksplicitno po x dobijamo:

# =
a(l +vfa) e — (I —=vfu)e _
7 ¥

(1 +vyfa)e” 4+ (1 —vJa)e *
Odavde moZemo da primetimo da ne postoji ¢ za koje je ¥=0, tj. da se materijalna

tatka nee zaustaviti usled otpora sredine. Pored toga, zaklju€ujemo da ¢e materi-
jalna tatka sa potetnom brzinom v, posle zadanog vremena = imati brzinu:

o(+2a(5)
o o o
NEERE

o o o

Dakle, srednju brzinu po skupu mozemo da odredimo po navedenoj definiciji:

v(@)=a

(@)= lim — 5()""0 fim % ha___g_dh(g)d(ig)

Vg—roo ‘PD y D l'n—rm Vo : 'E“Q'I‘Cth("g:—r)
o o

= Jim e () [+ (1 £%) ot (£ 2 ()]
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Grani¢na viednost drugog sabirka, poedljenog sa v,, u srednjoj zagradi jednaka je
nuli (posto logaritamska funkcija sporije raste od linearne), tako da kona¢no do-
bijamo traZenu srednju vrednost:

;_(?)=otcth(gz).

ot

Primecujemo, na osnovu poznatog ponasanja funkcije cthx za velike vrednosti
argumenta x, da ¢e srednja brzina posle duZih vremenskih intervala biti konstantna,
pribliZno, i jednaka maksimalno moguéoj brzini c.

1.13. Sistem se sastoji od n Cestica od kojih se svaka moZe nalaziti sa istom
verovatnocom 1[N u svakoj od N éelija (N>n). Naéi verovatnocée a) da se u datih n
éelija nade po jedna Cestica i b) da se u nekih n celija nade po jedna éestica. Razmatrati
posebno sledeca tri slucaja: I. Kao podjednako verovatne smatraju se sve moguce
raspodele koje se razlikuju ne samo brojem vec i individualnoiéu Cestica, a u svakoj
Celiji moZe da se nade bilo koji broj Cestica, od o do n. Ovaj slucaj odgovara tzv. Bolc-
manovoj statistici (Boltzmann). II. Cestice se medusobno ne razlikuju, a u svakoj
éeliji moZe da stane od o do n Cestica, $to odgovara tzv. Boze-Ajnitajnovoj statistici
(Bose-Einstein). I1I. Cestice se medusobno ne razlikuju, ali u svakoj Celiji moZe biti
Jedna ili nijedna cestica. Ovo je slucaj tzv. Ferm-Dirakove statistike (Fermi-Dirac).

Refenje

1. Ukupan broj moguéih raspodela jednak je broju nadina na koji n elemenata
od ukupno N mogu biti izabrani i uredeni. Prime¢ujemo da to, u stvari, odgovara
varijacijama n-te klase od N elemenata, tako da traZeni broj iznosi N". Posto broj
povoljnih raspodela u slu¢aju a) odgovara broju permutacija od n elemenata, tj.
nl, traZena verovatnota jednaka je:

P,=n!/N".

Ako se zahteva da budu ispunjeni uslovi pod b) onda je broj povoljnih raspodela
jednak:
N N1
nle—ronuvo |
( n ) (N —n)!

a ovo je broj varijacija n-te klase od N elemenata bez ponavljanja. Prema tome
nalazimo da je:

N1

Pow—— L,
(N —n)! N"

I1. Broj mogucih raspodela jednak je broju na¢ina na koji n elemenata mozZe
da se izabere od ukupno N elemenata, pri emu svaki element moZe da se uzme bilo
koji broj puta, §to odgovara broju kombinacija sa ponavljanjem:

(N+n-1)!
N—-1)!n!
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U situaciji pod a) broj povoljnih slutajeva sada je jednak jedinici, pa za traZenu
verovatnofu dobijamo
_nl(N-1!

(N+n=1)!

Medutim, pri uslovima pod b) broj povoljnih slutajeva jednak je broju nadina na
koji moZemo izabrati bez ponavljanja n elemenata od ukupno N (kombinacije bez

ponavljanja):
(N )_ N1
n] (N—n)tn’

__m (N—1)!
(N—m)! (N+n—1)!"

tako da nalazimo da je:

Py

1. Broj mogucih raspodela jednak je broju kombinacija bez ponavijanja:

N!
(N—-n)in!’

a posto je u slu¢aju pod a) broj povoljnih raspodela jednak jedinici to je:
P,=n!(N-n)!/N],

odnosno kako je u slu¢aju b) broj povoljnih raspodela jednak broju moguéih
raspodela to je Py=1.

1.14. Postoji priblizno 6500 zvezda koje se mogu videti golim okom. Ponekad
dve zvezde izgledaju kao da su veoma blizu jedna drugoj, mada detaljna ispitivanja
pokazuju da ne postoji nikakva fizicka veza medu njima. Takvi parovi nazivaju se
optickim dvojnim zvezdama. a) Pretpostavijajuéi da su zvezde slulajno rasporedene
na nebeskoj sferi, izraunati verovatnoéu pojave jedne dvojne zvezde sa rastojanjem
medu zvezdama koje nije vele od 1 lucnog minuta. b) Kolika je verovatnoéa da se
primete dve odredene dvojne zvezde?

Refenje

a) Dve zvezde, ¢ija je ugaona razdvojenost 0=1', leZze u prostornom uglu:
2 2

2— 4+ — =
R R R R

2
—n2 (sin %) ~ TP 2,64-10-7,

gde je h debljina odgovarajuceg sfernog odsetka, a je polupre¢nik njegovog bazisa,
a R polupreénik sfere, odnosno priblizno rastojanje od Zemlje do zvezda (za koje,
odigledno, pretpostavljamo da je veoma veliko).
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Prema tome, verovatnoca da se neki par zvezda nalazi na lunom rastojanju
od 1 minuta, ili manje, jednaka je odnosu prostornog ugla ¢ prema punom pros-
tornom uglu 4 7:

)
=-—ry2,1-1078,
& 4n

Ako je dvojna zvezda definisana kao izolovan par, tj. nije u sastavu nekog Sireg
skupa zvezda, onda je verovatnoca da neki poseban par zvezda formira dvojnu
zvezdu jednaka

p(l ,__p)N—Z’

gde je N=6500. Faktor (1~ p)N—2 predstavlja verovamocu da se ostale zvezde ne
prikljute uofenom paru. Medutim, ako se pod dvojnom zvezdom podrazumevaju
1 oni parovi koji su delovi ve¢ih skupova onda je verovatnoca jednaka p. Posto je
u datom slutaju Np< 1 za obe definicije dvojne zvezde verovatnoéa je priblizno ista
i iznosi p.

Iz skupa od N zvezda mogu se formirati N (N—1)/2 razicitih parova, pa je
verovatnoca da se primeti jedna, bilo koja, dvojna zvezda jednaka:

- 2
ﬂ%——]'\l pm%—pwﬁﬂs.

b) Verovatnoca da neke zvezde, na primer (of) i (y8), gde smo nizom «,
B, v, 3, .. .. »numerisali« zvezde, obrazuju dve posebne dvojne zvezde dok se ostale
zvezde pojavljuju potpuno zasebno, jednaka je:

Pyu=pP(1-p)(1-2p)...[1 =(N-3)p].

Ovakav rezultat posledica je ¢injenice da ako »dodajemo« n-tu zvezdu nebeskom
svodu, gde je n>4, onde je 1 —(n— 3) p deo nebeske sfere u kom ova zvezde moZe
da se nade bez pridruZivanja zvezdama o, f3, v, 8 ili nekoj od ostalih zvezda. Primeu-
jemo da ako je (N—3) p=1 da je onda gornja verovatnota jednaka nuli — u tom
slu€aju gustina zvezda je tako velika da ih je nemoguce »rasporediti« tako da budu
formirane svega dve dvojne zvezde.

Ako je Np<1 dobija se interesantan rezultat. Uvedimo oznaku:

M=(1-p)(1-2p)...[1 - (N-3)pl.
tako da je:

N-3
InTi= 2 In(1 —jp).
i=1
Pofto je jp<1 za svako j<<N mozemo prihvatiti sledecu aproksimaciju;

) In (1 —jp)~ —jp,
posle &ega nalazimo:

N-3
, =) W-2) pN?

InTi~ — (2 i,
nTia .vglJ 5 5 .

3 Fizika
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pa je TT'= e~ u slu¢aju kada je N?p? zanemarljivo mala veliina, $to je prihvatljivo
jer je stvarno N3p’a~1,2-10-4

MoZemo da odredimo i verovatnotu da se primete dve proizvoljne dvojne
zvezde, Broj natina da se formiraju dva para iz skupa od N zvezda jednak je:

1 22
M=(_1-) _N-___mi(i) _
2] 2121 (N-4)! 2\2
Prema tome, pomenuta verovatnoca jednaka je:

2 2
MP22=_]—(N pz) H=L)Le_l=0;063'
2\ 12 2

ZapaZamo da ova verovatnoca odgovara sluaju Puasonove raspodele (1.9).



2. FENOMENOLOSKA TERMODINAMIKA I MOLEKULARNO-KINETICKA
TEORIJA IDEALNOG GASA

Postoje dva razliCita prilaza u teorijskom formulisanju termodinamike, poz-
nata kao fenomenoloska i statisticka termodinamika. Za fenomenolosku termodi-
namiku je karakteristitno da se, polaze¢i od principa termodinamike koji se uzi-
maju kao generalizacije eksperimenata, uspostavljaju veze izmedu osobina ma
kakvog.makroskopskog fizickog sistema nezavisno od njegove konkretne prirode.
Tako, recimo, fenomenoloska termodinamika je u stanju da utvrdi da je odnos
izotermne i adijabatske kompresibilnosti ma koje supstance obavezno jednak od-
nosu specificnih toplota na stalnom pritisku i pri stalnoj zapremini, bez obzira na
to o kojoj se supstanci konkretno radi, ali ne omogu¢ava da se izracuna koliki je
taj odnos konkretno kod vodonika ili kod gvozda. Izratunavanjem konkretnih
vrednosti bavi se statisti€ka termodinamika, u kojoj se za teorijsku osnovu uzima
detaljnija molekularno-kineti¢ka slika.

Rezonovanje u okvirima fenomenolofke termodinamike zasnovano je
na sledea &etiri osnovna pojma.

(a) Termodinamicki parametri. Ovim nazivom se oznatavaju makroskopske
velitine koje karakterisu dati fizi¢ki sistem u pogledu njegovog odnosa sa okolinom
Kod mnogih razmatranja je celishodno razlikovati spoljne i unutrasnje parametre
sistema. Spoljni parametri odreduju odnos sistema i okoline (tipi¢an primer je
zapremina ¥), i njih éemo obelezavati sa ay, ay, . .., @, Unutradnji parametii, koje
demo obelezavati sa b, b,, ..., b, informidu o stanju unutar sistema. Unutrasnji
parametri su, na primer, temperatura, pritisak, unutra$nja energija (to je suma svih
oblika energije pojedinih molekula sistema, mada se fenomenoloska termodinamika
nigde ne poziva na molekularno-kineti¢ku sliku strukture materije), koncentracija,
itd. Postoje sistemi ¢iji se odnos sa okolinom moZe specificirati samo jednim spo-
Ijnim parametrom, i takvi sistemi se zovu prosti sistemi. Ukoliko je jedini spoljni
parametar upravo zapremina V, takav prost sistem se obi¢no naziva termomehanicki.
Najveci deo fenomenoloSke termodinamike se odnosi upravo na ovakve sisteme,
§to se moZe objasniti istorijskim razlozima. Ponekad je od interesa termodinamitke
parametre podeliti na ekstenzivne i intenzivne. Fkstenzivni parametri zavise od
mase sistema (kada bismo se pozvali na molekularno-kinetitku sliku strukture
materije, mogli bismo takode re¢i da ovi parametri zavise od broja molekula u
sistemu), na primer, unutra§nja energija. Intenzivni parametri ne zavise od mase
sistema i takvi su, na primer, pritisak i temperatura. Medu termodinamickim para-
metrima postoje i takvi koji ne zavise od predistorije sistema, tj. od na¢ina na koji
je dati sistem doveden u posmatrano stanje. Postojanje takvih parametara je ekspe-
rimentalno utvrdena Cinjenica i oni se zovu fumkcije stanja.

3%
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(b) Termodinamicka ravnoteZa. Makroskopsko stanje ¢e biti stanje termodi-
namifke ravnoteze samo ako su zadovoljeni odredeni zahtevi. Na prvom mestu,
termodinamicki ravnoteZno stanje je stacionarno, tj. osobine sistema (njegovi pa-
rametri) se ne menjaju sa vremenom ukoliko postoji termodinamicka ravnoteZa. Osim
toga, sistemu je onda homogen i unjemu ne postoje nikakva stacionarna kretanja usled
spoljnih uzroka. Za svaki fiziCki sistem i ma kakav skup vrednosti spoljnih parametara
postoji stanje termodinami¢ke ravnoteZe i izolovan sistem spontano te¥i uspostavljanju
termodinamicki ravnoteznog stanja. Ovo je tzv. prvi postulat termodinamike. Vreme
potrebno da sistem prede u termodinamicki ravnoteZno stanje pri fiksiranim spoljnim
parametrima se zove vreme relaksacije. U termodinamicki ravnote?nom stanju,
svi unutrasnji parametri su jednoznacne funckije spoljnih parametara i temperature,
Sto predstavlja drugi postulat termodinamike. Specijalno, drugi postulat mora vaziti
i za unutras$nju energiju. Dakle, u termodinamic¢ki ravnoteznom stanju unutrainja
energija mora zadovoljavati jednu vezu oblika:

U:U(T, ai, az,..., ak), (2.1)

koja se zove kaloricka jednalina stanja datog sistema. U fenomenoloskoj termodi-
namici ova jednadina mora biti poznata (data), a u formalizmu statisti¢ke termodi-
namike se moZe izra¢unati. Napomenimo da kod ve¢ine sistema U—oo kad T— o0,
mada postoje i takvi kod kojih unutra¥nja energija ostaje konatna pri beskonaénom
uvetavanju temperature (ovakvi sistemi se koriste, na primer, u laserima).

(c¢) Kvazistacionarni procesi. Za fenomenoloku termodinamiku je svojstvena
pretpostavka da se spoljni parametri mogu i menjati sa vremenom bez naruSavanja
termodinamitke ravnoteZe u sistemu. To su takve promene koje sistem uspeva
da »prati« i da, u skladu sa prvim postulatom, uvek stigne da uspostavi termodin-
mi&ki ravnoteZno stanje pre nego $to se termodinamitki parametri dalje promene.
Osnovna karakteristika ovih procesa je njihova reverzibilnost, tj. okolnost da ¢e pri
promeni spoljnih parametara u suprotnom smeru sistem pro¢i kroz isti niz termo-
dinami¢ki ravnoteznih stanja takode u obrnutom redosledu. Da bi sistem mogao
da »prati« promene svojih spoljasnjih termodinamitkih parametara, ove promene
moraju u svakom slucaju biti dovoljno spore (karakteristi®na vremena mnogo veca
od vremena relaksacije), usled Cega se ovi procesi obi¢no nazivaju kvazistacionarni.
Sporost izmene spoljnih parametara je potrebna, ali ne i dovoljna, da bi prcces
koji se odigrava u sistemu bio reverzibilan. Na primer, dva tela razli¢ite tempeiature
moZemo razdvojiti manje ili viSe savrienom termoizolacioncm pregradom i time
proces izjednadavanja njihovih temperatura usporiti koliko god Zelimo. Medutim,
proces izjednaCavanja temperatura sigurno nije reverzibilan.

(d) Rad i toplota. Sistem moze u opstem sluaju izmenjivati energiju sa okoli-
nom. Ova izmena moZe biti pra¢ena promenom spoljnih parametara, u kom slu¢aju
se kaZe da se izmena energije vri u obliku rada, ili bez ove promene, u kom sluéaju
govorimo o toploti. Za sistem koji ne moZe uopite izmenjivati energiju sa okolinom
kaZemo da je izolovan, a ukoliko ne moZe izmenjivati energiju samo u obliku toplote
on je adijabatski. U fenomenolo§koj termodinamici prvenstveni interes predstavljaju
reverzibilne izmene energije. Ukoliko se spoljni parametri reverzibilno izmene sa
vrednosti a@; na ai+da;, rad koji sistem izvr§i se moZe prikazati u obliku:

k
SW= 5 A,da, (2.2)

i=1
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gde oznaka 8W treba da naglasi da ovaj elementarni rad nije nuZno totalni diferencijal

(za ovo bi bilo potrebno, kao §to je poznato, da budu zadovoljene rt':.laci_ie‘;—A1 = %ﬁza

a a;
svaki par indeksa #, j). Drugim re¢ima, rad koji sistem izvrsi pri prelaskuj iz termo-
dinami¢ki ravnoteZnog stanja sa spoljnim parametrima aj, @, . .., 4, kroz niz
termodinamicki ravnoteZnih stanja, u termodinamicki ravnoteZzno stanje sa spoljnim
parametrima a;-day, ay+das, . .., ax+day zavisi od konkretnog na¢ina na koji
je ovaj prelaz izvrSen (Cesto kaZemo da zavisi od puta). Veliine A4; igraju ulogu
generalisanih sila, poSto se spoljni parametri mogu shvatiti kao generalisane koordi-
nate sistema (u pogledu njegovog makroskopskog ponasanja). Na primer, za zapre-
minu ¥ kao spoljasnji parametar, odgovarajuca generalisana sila je pritisak p,
jer je pdV rad koji izvr§i sistem pri reverzibilnoj promeni zapremine od ¥ na V+4-dV.
Uopste, ove generalisane sile 4; su unutrasnji parametri sistema, te ako se proces
vrii reverzibilno i sistem prolazi kroz niz termodinamicki 1avnoteZznih stanja one
su, na osnovu drugog postulata, funkcije temperature i spoljnih parametara. Dakle,
za reverzibilne procese imamo:

A=A(T, a,, @y, ..., ap. @3

Veze ovog oblika nose naziv termicke jednaline stanja sistema. U fenomenolo$koj
termodinamici se one moraju smatrati poznatim (iz eksperimenta, na primer),
isto kao i kalori¢ka jednadina stanja (2.1). Ako se spoljaSnji parametri sistema ne
menjaju, razmena energije sa okolinom se vrsi u obliku foplote. Elementarna koli-
dina toplote 8 Q koju sistem prima od spoljne sredine u reverzibilnom procesu se
moZe prikazati u obliku analognom jednadini (2.2) kao:

3Q =T4dsS. (2.4)

Ovde ulogu generalicane sile igra temperatura 7, dok odgovaraju¢a generalisana
koordinata S (entropija) nema, u fenomenoloskoj termodinamici, neki o&eividniji
smisao. U svakom sluCaju S=S(T, ay, as,..., a) je jedna funkcija stanja. Za
adijabatski sistem je § 0=0, pa moZemo re¢i da su adijabatske reverzibilne promene
istovremeno 1 izentropijske.

Nakon uvodenja ovih osnovnih pojmova, moZzemo napisati matematicki izraz
principa termodinamike:

k
TdS=dU + S A,da,. (5.2)
f=1

Fizitki smisao napisane jednakosti (ekvivalentnost toplote i mehani¢kog rada i
nemogu¢nost nekompenzovanog pretvaranja celokupne koliCine toplote u meha-
ni¢ki rad) se detaljnije obrazlaZze u kursu termodinamike, pa se ovde netemo na
tom pitanju zadrzavati. Osnovna karakteristitna crta fencmenolotke termodi-
namike je u tome §to se na osnovu relacije (2.5) i matematickih osobina parcijalnih
izvoda neprekidnih funkcija predvidaju veze izmedu pojedinih osobina sistema,
kao §to je pomenuto u podetku. Da bi se neko izraCunavanje bazirano na feno-
menoloskoj termodinamici dovelo do kraja (do numeri¢kog rezultata koji se moZe
proveriti eksperimentalno), moraju biti poznate jednagine stanja (2.1) i (2.3). Doduse,
jednadina (2.5) predvida postojanje izvesne veze izmedu ovih jednafina stanja
(vidi zadatak 2.18).
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U okviru ove Zbirke zadataka najveca paZnja ¢e biti poklonjena termomeha-
nickim sistemima., Termi¢ka i kalori¢ka jednadina stanja jednog takvog sistema
su oblika:

p=p(T. V), U=U(T,YV), (2.6)

jer je zapremina V jedini spoljni parametar. Jedna¢ina (2.5) za termomehaniCki
sistem postaje:

TdS=dU+pdv. (2.7)
Veza koja mora postojati izmedu jednadina stanja (2.6) se moze dobiti ako se uzme

u obzir da je i entropija funkcija temperature i zapremine, S=S (7, ¥), pa se na
osnovu formule za totalni diferencijal napise:

(595 -39 39 -

odakle se, nzimajuéi u obzir da su parametri ¥ i T nezavisni tako da gornja jed-
nadina implicira jednakost izraza uz dV i dT ponaosob, dobija:

9§) =L(i°_’)
(oT,, T\oT/))

(aS) 1 (OU)

—) =—|{—]| +r]-

ovly 1|\ov/,

Diferenciranjem prve od napisanih relacija po ¥, a druge po T dobitemo dve jedna-

gine sa jednakim levim stranama. Izjednadimo li ,stoga, desne strane i izvr§imo
neznatna upro$éenja, naci ¢emo:

() ),

(2.8)

§to predstavija trazenu vezu izmedu termitke i kaloritke jednaline stanja jednog
termomehani¢kog sistema. Kao §to se vidi, ova veza je neholonomna (tj. ne povezuje
direktno U i p veé njihove izvode, i to u obliku neintegrabilne kombinacije), U
gornjim relacijama je, u saglasnosti sa uobi¢ajenom praksom fenomenoloske termo-
dinamike, kod svakog parcijalnog izvodanaznaceno i koja veli¢ina je pri obrazova-
nju izvoda bila drzana fisknom.

Osim unutrainje energije U=U(T, V), pritiska p=p (T, V) i entropije
S=S(T, V), u fenomenolofkoj termodinamici termomehanitkog sistema operise
se i sa nizom drugih funkcija stanja, koje su od interesa u ovoj ili onoj situaciji.
Kao najvaZnije, pomenuc¢emo slobodnu energiju F, Gibsov termodinamicki potencijal
(Gibbs) G i entalpiju H. Ove veli¢ine su definisane izrazom:

F=U-TS, (2.10)
G=U—TS1pV, @.11)
H=U+pV, 2.22)
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i desto se koriste i u sloZenijim situacijama, a ne isklju¢ivo kod termomehanitkih
sistema. Koriste¢i se relacijom (2.7) moZemo lako proveriti da kod termomehani¢kih
sistema za uvedene velifine vaZi:

dF= —SdT - pdV, (2.13)
dG = — SdT+V dp, (2.14)
dH=TdS+ Vdp. (2.15)

Odavde se lakSe moZe sagledati fizicki smisao posmatranih veli¢ina. Iz jedna&ine
(2.14), na primer, vidimo da je G funkcija stanja koja kod termomehani¢kog sistema
ostaje konstantna pri reverzibilnim izobarno-izotermnim procesima (takvi su,
na primer, fazni prelazi: topljenje, isparavanje i sl.). O ovim pitanjima se takode
detaljnije govori u udZebnicima termodinamike.

Od ostalih funkcija stanja, vaZno mesto u fenomenolo$koj termodinamici
termomehani¢kog sistema zauzima toplotni kapacitet pri konstantnoj zapremini:

30 oS
()75,
d (dr)y o7/, a:50)
i toplotni kapacitet pri konstantnom pritisku:
Cp=(S—Q) =T(§) . (2.17)
dT r T P

Cesto se ove velitine, mada ne sasvim ispravno, zovu specificne toplote, iako bi taj
termin odgovarao samo slu¢aju kad je masa sistema jedan kilogram ili jedan kilo-
gram-mol. Na osnovu relacija (2.7) — (2.17) moZemo za ove veli¢ine takode pi-

sati :
ouU
G| — 2.18
v (aT)V, ( )
e{3) o9 ()
oT/, oT/, \oT/,

Pri mnogim razmatranjima je celishodno uvesti odnos y=% (tzv. Poasonov

vV
broj, Poisson) i razliku Cp—Cyp. Za ovu razliku se u udzbenicima termodinamike
navodi ve€i broj izraza, od kojih je najvaZniji:
G, =Cin= r(f’_”) ("1’-) . (2.20)
oT /,\oT)/,

Spisak termodinami¢kih funkcija sa kojima se obi¢no operiSe u fenomeno-
lo8koj termodinamici termomehani¢kog sistema zavrSicemo navodenjem sledecih
Sest karakteristiCnih koeficijenata. Na prvom mestu, to su koeficijenti izobarnog
adijabatskog termickog Sirenja, definisani relacijama:

1 [0V 1 /o
it el 2 T ey 2.21
"y (ar),, ™ (a;)s =
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zatim koeficijenti izotermne i adijabatske kompresibilnosti:

) 1%
_— ——( V) R | (‘?-) , 2.22)
v \op v \opls
i, najzad, izohorni i adijabatski termicki koeficijenti pritiska:
op op
= - : 2.23
By= ( : T) B (aT) 2.23)

U okviru fenomenoloSke termodinamike izmedu ovih veli€ina se uspostavljaju
veze koje su &isto matematitka posledica jednatina stanja (2.6). Umesto veli¢ina

(2.22) ponekad su podesnije njihove reciprotne vrednosti, er=i i aszi , koje
Xz ¥s

se zovu izotermni i adijabatski moduo elasticnosti. Sa veli€inama (2.23) stoje u vezi

i tzv. koeficijenti reverzibilnog i ireverzibilnog DZul-Tomsonovog (Joule, Thomson)

efekta:
oT oT
P~s=(——) , P«x=(—) ; (2.24)
op/s oply

koji se mogu srazmerno jednostavno meriti eksperimentalno, a takode i dovesti
u vezu sa termi¢kom jednaCinom stanja.

Za izvodenje svojih rezultata, fenomenoloska termodinamika koristi dva
metoda: metod ciklusa i metod termodinamickih potencijala. Osnovna ideja prvog
od ovih metoda je u tome da ako se na posmatranom sistemu reverzibilno izvrsi
niz transformacija tako da se zavrino stanje poklapa sa potetnim, sve funkcije
stanja se mordju (po samom svom smislu) vratiti na svoje prvobitne vrednosti.
Uspesnost ovog metoda zavisi u velikoj meri od sreénog izbora ciklusa transforma-
cija, i ne postoje nikakva pravila koja bi sugerirala ovaj izbor u konkretnom prob-
lemu. Pod termodinamic¢kim potencijalima podrazvmevamo obitno velitine (2.10)
— (2.12), ali izraZene u funkciji specifitnih promenljivih i to onih &iji diferencijali
stoje na desnim stranama jednatina (2.13) — (2.15). Dakle, termodinamicki poten-
cijali v jednom termomehanitkom sistemu su F (T, V), G(T,p) i H (S, p). Ovima
treba dodati, v skladu sa (2.7), i U(S, V). Ako je jedna od navednih funkcija stanja
poznata, u zavisnosti od naznafenih parametara, sve ostale termodinamitke funk-
cije sistema dobijamo samo algebarskim operacijama i diferenciranjem. Ovaj postu-
pak ¢emo ilustrovati posebno vaznim primerom termodinamitkog potencijala
F(T, V). Kao §to se vidi iz jednaCine (2.13), imamo:

OF OF
T i RS i (Y 2.25
(a:r),, . (a:r),, e

(druga od navedenih relacija daje neposredno pritisak sistema u funkcg: temperature
i zapremine, dakle termitku jednainu stanja). Unutrasnju energiju dobijamo iz

(2.10):
OF o (F
U B G- T ) =T {2 2.26
+1s-r-1(30) -7 (7)] "
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(to je, onda, kaloritka jednatina stanja). Nakon ovoga, nalaZenje ostalih veliina
od interesa ne predstavlja viSe nikakvu tefkoéu. Posto je F (T, V) funkcija stanja,
iz relacija (2.25) se daljim diferenciranjem nalazi i odnos:

R

Tly
(jedna od &etiri tzv. Maksvelove jednacine). Slicno se postupa i sa ostalim poten-
cijalima.
Pri izraGunavanjima termodinamitkih relacija od koristi je simbolicka jed-

nacina:
(E) P (2.28)
oyly 00y, X)

koja parcijalne izvode dovodi u vezu sa jakobijanima, Cije se jednostavne csobine
mogu primeniti za brzo dobijanje rezultata. Kao $to je poznato, sa jakobijanima
se moZe u velikoj meri racunati kac sa obi¢nim razlomcima. Jednacina (2.7) omo-
guéava da se- nade slede¢i fundamentalan rezultat:

ApY),. g (2.29)
AT, S)

pomocu koga se mnoge relacije fenomenolodke termodinamike termomehanickih
sistema dobijaju bez teskoca.

Mnogi pojmovi fenomenoloSke termodinamike dobijaju svoj pravi smisao
tek u okviru statistitke fizike. Zbog toga se ¢ak i u elementarnijim udZbenicima
termodinamike izlazu osnovne ideje molekularno-kineti¢ke teorije materije. U
ovom poglavlju Zbirke je stoga ukljufen izvestan broj zadataka koji treba da ilu-
struju molekularno-kineti¢ku teoriju idealnog gasa. Osnovnu informaciju o ovom
fizitkom sistemu pruZa funkcija raspodele molekula po brzinama f (vz, vy, vz). Njen
fizitki smisao je u tome da izraz f (vz, vy, v) dvz dvy dv; daje broj molekula po jedi-
nici zapremine Cije komponente brzine termalnog kretanja leZe izmedu vz i vz dve,
vy i vy+dvy, v: i v,+dv,. Dakle, sa matematitkog stanovista ova funkcija predstavlja
gustinu verovatnode (a ne funkciju raspodele u smislu teorije verovatnoce), ali
¢emo mi u daljem tekstu upotrebljavati izraz »funkcija raspodele« koji se istorijski
ukorenio. Maksvel je na osnovu jednog Cisto probabilistitkog tretiranja molekular-
nog Kretanja u gasu zakljutio da ova funkcija raspodele po brzinama u stanju ter-
modinamitke ravnoteZe mora imati karakter jedne Gausove raspodele. Konkretan
oblik je:

— 2.4 ys?
m )Nz g7 WX tvyive?)

f(vxs vy: v;):” e —— (230)

2nkT

3

gde je n ukupan broj molekula po jedinici zapremine. Koriste¢i danasnje oznake,
Maksvelovo rezonovanje bi se moglo rezimirati ovako. U stanju termodinamicke
ravnoteZe, raspodela po brzinama mora biti izotropna, usled €ega gustina verovat-
noce da molekul ima brzinu v, mora biti oblika f(vs?), tako da ne zawisi od znaka
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ove komponente brzine. Sli¢no je i za f(v?) 1 f(v:?). S druge strane, dogadaji da
molekul ima istovremeno komponente brzine vg, vy i v; su u stanju termodinamicke
ravnoteZe nezavisni, tako da moZemo pisati:

FO)=f @2 +v2+v 2 =00 6D).
Logaritmovanjem i diferenciranjem ove relacije nalazimo da traZena funkcija mora

biti oblika f(¥v?)=A4, 2 Koeficijente 4 i B odredujemo, zatim, iz uslova da je
ukupan broj molekula po jedinici zapremine poznat, kao i temperatura sistema.

2.1. Polazeci od jednacine (2.7) proveriti relaciju (2.29) i iskoristiti je za dobi-
Jjanje Maksvelovih termodinamickih jednaéina.

ReSenje

Neka su x i y ma kakva dva parametra termomehani¢kog sistema. Jedna&ina
(2.7) se moZe pisati u obliku:

(e e ) o) 5]

i, ako su posmatrani parametri nezavisni, daje:
(22) -7(28) -2Y).
ox/, ox/, ox/,

(aU) (ds oV
3973,
0Y /x oyl oyl

Diferenciranjem prve od ovih relacija po y, a druge po x dobijamo:

XTSRS TR
oyox \oy/.\ox/, ~ oyox \oy/.\ox), poyax’

*u (E) (E) +T_"’_S__("_P_) (?Z e
oy/, oxdy \ox/, 0y),, dxdy'

oxoy \ox/,
Izjednatavanjem desnih strana i neznatnim sredivanjem odavde izlazi:

(5} (5. G2, G, (.-G, (59,

Nadeni rezultat moZemo napisati u obliku jakobijana:
208,7)_ol¥,p) (2.32)

o(x,y) 00y

odakle se neposredno dobija relacija (2.29), ukoliko se iskoriste osobine jakobijana.

(2.31)
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Maksvelove termodinamicke jednaline se dobijaju iz gornje formule, ukoliko
se za x uzme 7'ili S, a za y uzme Vili p, i ima u vidu (2.28). Konkretno za x=S
i y=V jednalina (2.32) daje:

o5, 7) ov,p) 4. OIS _ o)
oS, V) (S, V) ov,8) oS, ¥’

ili, u standardnoj notaciji fenomenoloske termodinamike:

(-2
oVl oS/,
Sli¢no tome, za x=S i y=p dobijamo:

A5, 1)_oW.p) (a_z) ¥y B 5

a za x=T i y=p izazi:

o5, T)_o,p) _(QE) E(i’_’) (2.35)
oT,p) (T, p) op/r \oT/,

dok se za x=T 1 y=V¥ nalazi:

o8, T)_o,p) o ST)_ V)
oT, V) T, V) V. T) AT.V)

(9_'5:) =(2E) . (2.36)
ovi]y \oT/,

Relacije (2.33) — (2.36) su poznate Maksvelove termodinamicke jednacine. One se
obiéno izvode na nedto druk€iji nadin u standardnim kursevima termodinamike.

Relacija (2.36), na primer, moZe se¢ dobiti i iz relacije za slobodnu energiju (2.13).
Zaista, iz te relacije Citamo da je:

t)F) oF
e h'S, ] ==
(‘)T v (aV)T

pa diferenciranjem prve od ovih formula po zapremini, a druge po temperaturi
odmah dobijamo pomenutu relaciju. I ostale tri Maksvelove termodinamicke jed-
naline se analogno dobijaju iz izraza za totalni diferencijal unutradnje energije,
entalpije i Gibsovog termodinamickog potencijala.

ili, definitivno:

2.2. Za neko évrsto telo eksperimentalno je utvedeno da u oblasti pritisaka
p1<p=<p;njegov koeficijent izobarnog termickog Sirenja ispoljava sledeci tip zavisnosti:

1 0V 1
a,=-—(—} =—(a+bp+cp?,
a7 (a T), y
gde su a, b i ¢ konstante. Za koliko ée se promeniti entropija ovog tela pri izotermnom
sabijanju od py do py?
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ResSenje

TraZena promena entropije se moZe napisati u obliku sledeceg integrala:

Pz P2 ()S P2 ap’
AS= | @5= { [} dp—- | |Z2)
Jos= [ G), o=~ [ Gz),
r n

P

Pri pisanju ovih jednakosti uzeta je u obzir ¢injenica da se pri posmatranom pro-
cesu menja pritisak, a temperatura ostaje konstanina i iskorid¢ena je Maksvelova
termodinamicka jednaCina (2.35). Integrand poslednjeg izraza je dat uslovima
zadatka, tako da dalje imamo:

P2
AS= —f(a+bp+cpz)dp= -

1 1
= _[a(Pz _Pi)+3 b (PZZ-PIE)""? C(sz_'Pls)] .

2.3. Koristeéi se osobinama jakobijana (2.28), uspostaviti vezu izmedu veliéina
oy, ¥ 1 By definisanih relacijama (2.21) — (2.23).

ReSenje
~Na osnovu definicionih relacija, navedenih u formulaciji zadatka, moZemo
pisati:
o= () - 1200
oT/, V o(T,p)
1 fovy 10V, 7) 10, 7)
o o
Lfory _ 19(p ¥)
( ).f PO, V)

Iz prvih dveju relacija sledi:

I o, p)
% _VOT,p)_ohp)_op, V)
xy VOW,T) o, 1)y o(T, V)
V o(T, p)

uzimajudi u obzir da se sa jakobijanima moZe racunati kao sa obi¢nim razlomc ma.
Poredenjem sa trecom relacijom, dobijamo definitivno:

o
L =pBy. (2.37)
Xr
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2.4. Koeficijent izobarnog termickog Sirenja oy, 7a vodu je negativan pri tempe-
raturama 0° C<t<<4°C. Pokazati da ce u tom intervalu temperatura reverzibilno
adijabatsko sabijanje vode imati za posledicu njeno hladenje a ne zagrevanje
Refenje

Podimo od jednatine (2.7) iz uvodnog dela, i uzmimo temperaturu i zapreminu
za dva nezavisna parametra. Imafemo:

TdS=dU +pdV =

~(o7)

v

dT+(a—[-{) av +pdV =

—CydT + T(a—p) av;
oT),

u poslednjoj jednakosti su iskoriSéene relacije (2.18) i (2.9). Posto je, dalie:

opy «,
( o T)V D BY xrs
moZemo pisati:

TdS=CydT+ T2 av,
Xr

Za adijabatski reverzibilni proces je dS=0, pa se nadena jednatina prepisuje dalje
kao:

dT— — o, I

dv (za dS=0). (2.38)
CV'K?

Ukoliko je za neku supstancu «,<<0, proces sabijanja (dV'<0) je pracen hladenjem,
jer ¢e onda biti dT<0.

2.5. Pokazati da se razlika specifiénih toplota C,—C, moZe dovesti u vezu sa
koeficijentima oy i .
Refenje

Prepisatemo relaciju (2.20) u obliku:

C~Cm T(f’:’f’-)

% V("V)j TRV %),

oT

i iskoristicemo ve¢ nadenu vezu (2.37) da definitivno napiSemo:

2
E~CuPTE., (2.39)
KT
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Ova formula je poznata kao Grinajzenov zakon (Griineisen). Zapazimo da ovaj zakon
pokazuje da ¢e posmatrana razlika specifiénih toplota biti pozitivna samo ako je
koeficijent x5 izotermne kompresibilnosti pozitivan. Utvrditi da li je zaista ;>0
kod svih supstanci nije moguée u okvirima fenomenolo$ke termodinamike, ali se
moZe dokazati u statistiCkoj termodinamici.

2.6. Pokazati da se adijabataski koeficijenti og, ng i Bg mogu izraziti pomocu

op, %r 1 By 1 Poasonovog broja y=—
v

ResSenje

Polaze¢i od jednalina (2.16) i (2.17), transformi§imo najpre izraze za speci-
fi¢ne toplote:

¢, T(aS) _ 08 _ S, p) S, T) OW.p) _
oT. o(T,p) o(S,T) o(V,p) o(T,p)

72@,S) oV, p) _ (ﬁp) (fW)

o(T, S) o(T, p) oT

o (aS) _ 28V _ 05, ¥) 25, T) oW, p) _
ot To@v) T o(ST) o, p) o(T,V)

2. 8o, V) _ T(E) (Q) .

a(T S)o(T, V) oT/s\oT),

rapisane relacije se zasnivaju na osobinama jakobijana i na jednaCini (2.32). Odavde
se za Poasonov broj dobija:

(Eg) (ﬂ) o(p, S)o(V, p)
_C, __\oT/s\oT], o(T, S) o(T, p) _
Cy (91’) ("_P_) AR
aT/s\oT), T, S) o(T, V)
J&Q.Q(&:"L("_’f) (f’!’.) Xy

o(T, p) oV, S) \op/r\ovls
tako da se za koeficijent adijabatskog termikog Sirenja nalazi jednostavan odnos:

1

Ks_— — x'r. (2.40)
Y

Gore nadene relacije za C1 Cy, se, na osnovu (2.21) i (2.23), mogu pisati i u obliku:

op\ [oV op
o & | =7V« TVpa
(dT) (ar) ”(o'r)s P Ps:

Cy=— T(i;) (éT) = TPﬂy(i—:_)S“ —TpVogBy,

C

P

¥g
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odakle se nalazi:

C
Bs=—2—,

VT,
asc— CV -

pVT By

Ako jednatinu (2.39) iz prethodnog zadatka izrazimo pomo¢u Poasonovog broja
i napiSemo:

2 2
cp_c,,:cp__l_cp:@, . 4 VTe"
Y Xy Y—-1 %
ili:
2 2
C,—Cyp=vCy—Cy= T, . Gy= 1 X% ’
T -1 %
lako nalazimo definitivno:
Bs=—1— 2, (.41)
Y—1 pxy
2
s s e g (2.42)

Y=1pByur ¥l
pri pisanju poslednje jednakosti bila je iskorii¢ena i relacija (2.37).

2.7. Ako termicka jednacina stanja nekog termomehanickog sistema ima oblik
p=Tf(V), gde je f ma kakva funkcija, unutra¥nja enregija sistema ne zavisi od njegove
zapremine, ve¢ samo od temperature. Dokazati:

Refenje

Veza (2.9) izmedu termicke i kaloritke jednadine stanja kod termomehanickog
sistema u ovom sluaju daje neposredno traZeni rezultat:

Unutradnja energija takvog sistema ne zavisi, dakle, od zapremine. Posto je sistem
termomehanicki, unutradnja energija moZe zavisiti samo od temperature. Napome-
nimo da idealan gas sa jednafinom stanja pV=v RT (v oznafava broj molova)

iip= % T ima upravo osobinu koja se ovde posmatra, Nezavisnost unutradnje
energije idealnog gasa od njegove zapremine se obi¢no naziva DZulov zakon.

2.8. Idealni gas sa termickom i kalorickom jednaéinom stanja oblika pV=v RT
iU a—g--v RT (v je broj molova, a R je univerzalna gasna konstanta) prevodi se

reverzibilno iz stanja 1 u stanje 2 na tri razlicita nacina, prikazana graficki u (V, p)-
-dijagramu na slici 2.1. Nadci u sva tri sludaja rad koji je sistem izvriio, toplotu koju
Jje sistem primio i promenu unutrasnje energije.
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Resfenje

Kao §to se sa slike 2.1. vidi, u prvom slu€aju se posmatrani idealni gas najpre
izohorno (pri konstantnoj zapremini) hladi, tako da njegov pritisak opada sa vred-
nosti p; (pritisak v stanju 1) na p, (pritisak u stanju 2), a zatim se izobarno zagreva,
pri Cemu mu se zapremina povecava sa ¥y na V,. Izvrieni rad sistema se dobija iz:

2
ww— [ pav—p,(V,—V,).
1

U drugom sluéaju se gas najpre adijabatski §iri do nekog stanja, prikazanog tac-
kom B na slici, u kome je njegova zapremina ista kao u stanju 2. Nakon toga se gas
jos izohorno ohladi do krajnjeg stanja. Kao i u prvom sluéaju, na izohornoj etapi
procesa gas po definiciji ne vr§i rad (jer mu je zapremina konstantna), tako da je
izvrieni rad jednak radu na adijabatskoj etapi:

i

o

(V. py)

sI. 2.1 v
B

Va
W(2)=fpdV= [P1 V|7 dv - P V, I—CKL)Y- .
: Nz y—1 v,

Pri izvodenju ovog rezultata bila je uzeta u obzir ¢injenica da kod idealnog gasa
jednatina adijabate ima oblik pF"Y=const, a konstanta se moZe naci koriste¢i okol-
nost da se tacka (¥, p1) nalazi na zadanoj adijabati. Dakle, pVt=p; VY i

Y
odavde pzf%:-/ -, §to je i bilo uvriteno u gornji integral, Cija je dalja integracija

elementarna, te je naveden samo krajnji rezultat. U treem slucaju se gas 3iri izoter-
mno do stanja prikazanog tatkom C na slici, a nakon toga se izohorno hladi (i u
tom delu procesa ne vrsi rad). Ukupan izvrSeni rad bice:

C V2
Wo fpdV=f R, 4y yRT, 102,
[} V Vf
1 1)
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Unutragnja energija ma kog sistema je funkcija stanja. Promena unutra$nje
energije u posmatranom slu€aju, stoga, iznosi:

2
3 3
AU:f dU‘:Uz‘“Uls‘i‘“R(Tz_‘Tl) "““2_(?2 Vomp V-
1

Na osnovu jednatine (2.7) onda nalazimo primljenu toplotu u sva tri procesa kao
sumu A Q=A U4W.

2.9. Proveriti talnost jednacine:

(aZF 2
a-TaV)
oV /),

ako je F slobodna energija sistema, a T njegova apsolutna temperatura.

ResSenje

Polazec¢i od osnovne jednadine za razliku specifi¢nih toplota (2.20) i izraZa-
vajudi pritisak pomoc¢u (2.25), nalazimo:

) ) i)
o7/, oToV \oT),

oT/y
Radi transformisanja preostalog parcijalnog izvoda, koristimo osobine jakobijana:

ovy _oW,p) oW,p) oV, T)_  (op (fz .
(aT)p d(T: P) d(Vs T) d(T! P) (OT)V ap)

(0p\ RF
oT),  oToV

L

oVly oV

Uvrstimo li nadeni rezultat u jednadinu za Cp,—C,, dobijamo:
?F \?

(r7)

dZF)
(0V2 T

T

C,~Cy=T , (2.43)

§to je i trebalo dokazati.

4 Fizika
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2.10. Naci razliku molarnih specifi¢nih toplota Cp—Cy za gas koji se pokorava
Jednoj od navedenih jednacina stanja:

a) pV =RT,
b) (er‘%)(Wb)nRr,

¢) p(V—b)=RTe KTV
Jednaéine stanja se odnose na jedan mol, i a, b, n i R su konstante.

Refenje

Polazimo ponovo od jednafine (2.20), jer ona povezuje traZenu razliku speci-
fi¢nih toplota sa izvodima koji se mogu izracunati na osnovu poznavanja termicke
jednaline stanja.

a) Ako je pV=RT (idealan gas), lako nalazimo:

6n), 57 ()] -5

o), (55

2
C,,—c,,-r(d—p) (ﬁ) L (2.44)
o7}y

oT/, pV

a odavde definitivno:

b) U sluaju kad je jednafina stanja ( P +—E~) (V—b)=RT (ovo je uopsteni

sludaj, koji se za n=2 svodi na Van der Valsovu jednadinu stanja, a za n o na

tzv. Diteri¢ijevu jednadinu stanja) imamo sli¢no:

e el | e

oT/y loT\V-b Vv*||, V-b

NalaZenje (g;) u ovom slu€aju nije tako neposredno kao u prethodnom. Napi-
P

salemo najpre:

Tl=~(p+f;)(V—b).

(0_1_:) =_£_(p+.?_)__l_(]/__b) Ha .
ov), R\" v R pst

i izraunati izvod:
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Posto je:
(Q) RIGY. B S
ovl, ow,p) oW,p) [oV\’
o(T, p) (OT),,
imacemo dalje:
o
0T/, p+_13___£a_(_V_-__b)
yn pr+1
tako da se dobija:
op\ [oV RT R
e 1) O o
PV T \etf\ot), V-b _, a mna(¥-b)
P+
yn el
a R
Pl —S-
pt——
| 7 pn+1
na(V —b)
e
Pt
yn pn+l

c) Ovaj slu€aj se samo ratunskim detaljima razlikuje od prethodnog, pa ga
ostavljamo Citaocu za samostalnu veZbu. Rezultat je:

2 a
a ———
(I+- m) ¢ FV
O~ CmR - BY . (2.46)

Ova jednagina stanja gasa je u literaturi takode poznata kao Diteriijeva (preciznije,
prva DiteriCijeva jednaina stanja gasa).

2.11. Izracdunati koeficijent (%g) promene unutrasnje energije pri izotermnom
T
Sirenju, kao i koeficijente reverzibilnog i ireverzibilnog DZul-Tomsonovog efekta za
gasave Cije su jednaline stanja navedene u prethodnom zadatku.

ReSenje

Na osnovu veze (2.9) izmedu termicke i Kaloricke jednafine stanja termo-
mehanitkog sistema, traZeni koeficijent promene unutrainje energije je:

(o)
ovly ~\oT)y
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i 0 w3 &
i vezan je sa koeficijentom (a‘;‘) koji je izratunat u prcthodnom zadatku za traZene

v
jednadine stanja. Dakle, za tri slu€aja od interesa imamo:

0 (2Y) -1k ps
oV, v

o) -ritsr

c) (E{_f) =TRe RW(1+ g )—p=——ap .
ov/y V-b RTV RTV

Koeficijenti reverzibilnog i ireverzibilnog DZul-Tomsonovog efekta, koje je takode
potrebno izrafunati, definisani su relacijama (2.24). Na osnovu izraza za C, iz
zadatka 2.6. moZemo za reverzibilni koeficijent pisati:

pw(%]:é (3—';) @.47)

i iskoristiti ve¢ nadene rezultate za (:-;) iz prethodnog zadatka, Tako izlazi:
P

YEas» €
a
+—| (V-5
b) T R 1 (p V")( )
E-ls—"ch; +i_na(l/’—b) nCP +_¢1_ na(V->b) ’
P % ynal P yn pmsl
(V—b)(1+—“—)
& i 1 RTV
T S—, oAl
C.v 1—-0-3_%
pV?

Korisno je zapaziti da se kombinovanjem jednacdina (2.47) i (2.20) nalazi:

_G—-Cr 1 _ (2.48)

s N ’
-

&ime se uspostavlja veza izmedu koeficijenta reverzibilnog DZul-Tomsonovog efekta
i razlike specifinih toplota C,—C,.



53

Za koeficijent ireverzibilnog (izentalpijskog) DZul-Tomsonovog efekta mo-
Zemo pisati, koriste¢i elementarne osobine jakobijana:
(T, H) (ﬁ)
w(ﬁ?’) o(T, H) o(T, p) oplr
"= _ = == E ——
orly o(p, H) 0(p, H) ("_f?'_)
o(7, p) »

oT

Imenilac poslednjeg izraza je specifitna toplota na konstantnom pritisku, kao
§to se vidi iz jednacine (2.19). Brojilac istog izraza se moZze, na osnovu relacije (2.15),
dH=TdS--Vdp, pisati kao:

(‘a—-H) =T("—‘§) +V=—T(0—K) 4V
orly oply an

u drugom izrazu je iskori§éena Maksvelova termodinamicka jednaCina (2.35).
Prema tome, nalazimo:
T(—“"-Z) i
— oT P ¥

ba= c. - P-s*“a—' (2.49)

P P

Poito su reverzibilni koeficijenti ve¢ nadeni, nalaZenje p je trivijalno. Zapazimo
da je kod idealnog gasa p,=0. Citaocu se ostavlja za samostalnu vezbu da za
gasove sa jednainama stanja b) i c) nade temperaturu inverzije, pri kojoj p.,, menja
znak (moZe postojati oblast temperatura u kojoj ireverzibilno Zirenje gasa dovodi
do njegovog zagrevanja, a ne hladenja).

2.12. Ispitati kako se C, menja sa pritiskom i Cy, sa zapreminom pri izotermnim
reverzibilnim procesima, za gasove Cije su termicke jednaline stanja date u zadatku 2.10

Resenje

%%’) . Uzimajuéi za specifiéne toplote osnovne
r

(o)

Treba izrafunati (‘—}EB) i (
op |y
izraze (2.16) i (2.17), nalazimo:

("_C.a) = _."_T(.‘_’*E) =725 _rll
oply |op \oT/,|y opoT oT

PR 9 (‘”_/) = _T(‘):K) . (2.50)
or\o7), |, o1,
7 vi
(_09!) _[e T(Qf) _r 95 _r b_({)ﬁ) } -
v )y Lov \orl )~ over loT\ov).)
_r[° (E_P_) ST(EE) , (2.51)
or\o7ly, ), \o1?),

U oba niza jednakosti je izmenjen redosled integracije u drugom izvodu entropije,
a nakon toga su iskoris¢éene Maksvelove termodinamitke jednatine (2.35) i (2.36).
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Za izratunavanje zadanih izraza treba, dakle, znati samo termitku jednalinu sta-
nja, Nadovezujuéi se na rezultate zadatka 2.10, u kome su nadeni prvi izvodi pritiska
i zapremine po temperaturi, lako nalazimo:

> ()00,

p R’T 2na n@n+1)a(V->b)
b) ( i V—b)P |1 " 1 .
op Iz [pJ,i_fE(____] = 0
2

()
vl

jednacina stanja c) se ostavlja za samostalnu veZbu &itaocu.

2.13. Naéi molarne entropije gasova sa jednacinama stanja a) i b) iz zadatka
2.10. i na osnovu toga napisati jednaline adijabate za njih. Pretpostaviti pri tom da
Jje Cy konstantno, ukolike je ta pretpostavka kompatibilna sa ostalim uslovima za-
datka.

Refenje

Za diferencijal entropije moZemo pisati:

dS = ("S) dT+( )dV._
or),” T\ov)s

“Srary ("*") av
T oT),

uzimaju¢i u obzir definiciju Cp (2.16) i Maksvelovu termodinamiku jednaginu
(2.36). [Napomenimo na ovom mestu da se iz napisane jednadine neposredno moze
dobiti relacija (2.51) iz prethodnog zadatka kao uslov totalnog diferencijala). Prema

veé nadenim rezultatima za (5}£ u zadatku 2.10, imamo:

a) dS= C'V'di Rd—y—
r Vv

8 @5ty B
T V—-b
Posto kod razmatranih termi¢kih jednadina stanja C, ne zavisi od zapremine, kao
§to je pokazano u prethodnom zadatku, ve¢ samo od temperature, moZemo pret-
postaviti da je Cp=const, u skladu sa zahtevom zadataka. Tako se za molarne
entropije nalazi:

R
a) S=CyInT+R InV+85,@=C, In(TVC)+85,@, (2.52)
R
b) S=Cyln T+RIn (V=b)+S,® =Cy In[T (V —b)%] + 5,2, (2.53)
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gde se integracione konstante S,@, S,® ne mogu odrediti u okviru fenomenoloske
termodinamike.

Reverzibilni adijabatski proces okarakterisan je uslovom da je entropija kon-
stantna, Jednatine adijabata zadanih gasova su, dakle, oblika:

R R
TVCv=const, T (V-—-b)¥=const,

respektivno. Dalje modifikacije ovih rezultata su moguce, ako se iskoriste jednadine
(2.44) i (2.45).

2.14. Bilo koja termicka jednacina stanja realnog gasa mora imati osobinu da
je veza izmedu zapremine i pritiska jednoznacna na visokim temperaturama, a vise-
znalna na niskim, pri éemu ova vifeznalnost ima formalan karakter i oznaéava pojavu
kondenzacije. Granicni slucaj predstavlja izoterma koja odgovara kriti¢noj temperaturi
T=T, i koja ima prevojnu tacku sa horizontalnom tangentom. Koordinate ove pre-
vojne tacke odgovaraju kriticnoj zapremini Vg i kriti¢nom pritisku po. Odrediti ms

mericku vrednost tzv. parametra kondenzacije 1)-=£C—I-/—‘='- za jednaCine stanja b) i c) iz
RT¢
zadatka 2.10.

Refenje

Tipitna situacija je prikazana na slici 2.2. Izotermu sa horizontalnom tangen-
tom nalazimo iz ofevidnih uslova:

p=p (V, T)s

(d—P—) =01
oV,

(f-?-) sl
v,

p

(Ve. Pe)

<

SL 22



56

Prvi uslov predstavlja samu termicku jednafinu stanja, a druga dva moraju biti
vadovoljena u prevojnoj tacki sa horizontalnom tangentom. Refavanjem ovih triju

jednadina, moZemo naci T, Ve i pe.

Ako je jednadina stanja ( P+ %!) (V —b)=RT, imamo:

_ RT a
AT
(95’.):._ RT +na
oVly  (W—b vmet’

L]

(aZ_p) __2RT n@m+l)a
oviy (V-0b) | e

a kriti¢ne veli¢ine moraju zadovoljavati jednaline:

RT . a
Pc= - ’
Vc i b VC"
RT . na

(Vc—b)z= Vel ’
2RT;  n(n+1)a
Ve—bp  Ve?

Deljenjem druge od ovih jednatina tre¢om, nalazimo:

. i
e B TeuiElp
n+1 n-1

1
_Z'(Vc—b)‘;

nakon &ega iz bilo koje od tih dveju jedna¢ina nalazimo i:
4na(n 1yt
b= (n+ 1)+t

RT ;=

Prva jednalina sluZi za nalaZenje kritiCnog pritiska:
LSEAP &
(n+ 1yt b

Za parametar kondenzacije tako dobijamo:

Pc

i

RT; 4na(n—1y'  4n

Specijalno, za Van der Valsov gas (n=2) dobija se #= —E-.

(2.54)
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Postupajuéi na istovetan nalin sa Diteriijevom jednainom stanja gasa,

p(V—b)=RTe RV dobijamo sledeée rezultate:

V=25,
oo ) 2 (2.55)
<% T a '

p __a_.g-*f
“ap

dije proveravanje prepuftamo ¢itaocu za veZzbu.

2.15. Razmotriti familiju adijabatskih krivik u (V, p)-ravni za datu kolidinu
neke supstance. Dokazati da ne postoje dve adijabate kaoje se seku.

ReSenje

Da bismo situaciju mogli graficki prikazati u jednom (¥, p)-dijagramu, treba
da ispitamo kakav je uzajaman odnos izoterme i adijabate. Zato ¢emo, najpre,
konstatovati da Grinajzenov zakon (2.39) pokazuje da je razlika specifienih toplota

C—Cy pozitivna kod svih supstanci koje imaju osobinu xz= '":?'(i) >0. Iako
T

op
se na osnovu samo fenomenolofke termodinamike o znaku »7 ne moZe nista zaklju-

¢.ti, nije poznata nijedna supstanca kod koje bi koeficijent (%Z) bio pozitivan
PlT
(povecanje pritiska praceno pove¢avanjem zapremine). Ako je Cp—Cy>0, onda je
Pcasonov broj y = CS-’ sigurno ve¢i od jedinice, §to prema jednadini (2.40) znadi
V

da je uvek »ny>xg. Uzimajuéi u obzir i definicije (2.22), zakljuéujemo da je za ma
p oV oV op op 2

koju supstancu (_,_) <(——) , odnosno (———) > ___.) . Prema tome, izoterma

0 Pr dp s oV T oV, s

adijabata koje prolaze kroz istu tatku uvek leze tako, da adijabata ide strmije.
Pretpostavimo sada da postoje dve adijabate koje se seku ; onda ih moZemo poveza-

ti jednom izotermom, kao $to je pokazano na slici 2.3. Posmatrajmo ciklus koji ome-

duje Srafiranu oblast na ovoj slici. Rad koji je sistem pri ovom cikli¢nom procesu
izvr§io (pri naznafenom smeru obilaZenja) jednak je veli¢ini iSrafirane povrSine.

o
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DuZ izoterme je supstanca apsorbovala toplotu. Prema tome, sistem apsorbuje
toplotu i vrii rad bez odavanja toplote spoljasnjoj sredini. Ovakav kru’ni proces
bi bio u suprotnosti sa drugim principom termodinamike, pa je nemogué. Dve
adijabate se, dakle, ne mogu seci.

2.16. Pokazati da su ispravna sledeca tvrdenja: a) Ako se termomehanicki
sistem nalazi na konstantnoj temperaturi i ne vr§i rad, stanje termodinamicke ravno-
tefe odgovara minimumu njegove slobodne energije; b) ako se sistem nalazi na kon-
stantnoj temperaturi i konstantnom pritisku, stanje termodinamicke ravnoteZe odgovara
minimumu Gibsovog potencijala.

Refenje
U opstem sluCaju vaZi nejednakost:
B
f%%s B)-S(A),

A

pa ako je proces izotermski, odavde dobijamo:

A
?QQQS.

Na osnovu principa termodinamike imamo:

W+AULTAS,

gde je W rad koji sistem vrdi. Dakle:
W< ~-AU+TAS= —AF,

pa ako sistem ne vrsi rad (W=0), odavde izlazi AF<0, tj. slobodna energija ne
raste. S druge strane, ako je proces ne samo izoterman, nego i izobaran, tj. ako je
W=pAV, gornja nejednakost postaje:

pAV +AF<O,

i svodi se na AG<0. Time su tvrdenja zadatka dokazana.

2.17. Uspostaviti vezu izmedu napona pare Pr u okolini sferne kapljice polu-
precnika R i napona pare P, nad ravnom povrsinom iste teCnosti na istoj temperaturi.
Konstanta povriinskog napona je v.

Refenje

Razlika izmedu Pr i P, potice svakako od efekata povrSinskog napona.
Posmatrajmo jednu kapljicu mase M; u ravnoteZi sa parom mase M, na tempera-
turi T i pritisku p. Gibsov potencijal sistema je:

G=M,g,+M,g,+4nR?~,
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gde su g1 i g, Gibsovi potencijali te&nosti i pare po jedinici mase, a tre¢i ¢lan pred-
stavlja rad (energiju) obrazovanja slobodne povriine sferne kapljice. U termodi-
namidki ravnoteZznom stanju, ostvarenom pri fiksiranom pritisku i fiksiranoj tem-
peraturi, G ima minimum, kao $to je pokazano u prethodnom zadatku. Prema tome,
dolazimo do uslova 8G=0 i:

3G=g, M, +g,8M,+8n Ry ;R

SM, =

1

=g,9M,+g, 8M2+2—; 3M,; (2.56)
P

pri pisanju poslednjeg izraza u drugoj jednakosti je uzeto u obzir da je masa kapljice:

M1=i1'cp R, . R3-——_3_M1,
3 47p

odakle je, pri konstantnoj gustini kapljice g,

OR 1

oM, 4=nRp

Poito treba voditi ratuna i o uslovu M;+ My=const., tj. & M;+8 M,=0, ima-
¢emo dalje:

SG=(gi~—gz+-2—T)8M,=0.
pR

Dakle, u stanju termodinamicke ravnoteZe je:

2y
=g +—.
8.8 oR

Posto je (%(—;) =V, imacemo za jedinicu mase(g‘g) =i i gornja jednafina
T T P

oP
nakon diferenciranja po pritisku pri konstantnoj temperaturi daje:

gde smo sa p' oznaéili gustinu pare. Obi¢no je p'<<p, te moZemo 1 zanema-

[

riti i aproksimativno pisati: )
i:-ﬂ(ﬂﬁ) , (‘E) =_.%IL_ 2.57)
e pR*\0P/, OR|y R ¢



Pretpostavimo sad da se gustina pare moZe izraziti na osnovu zakona
idealnog gasa, PV = RT, odnosno P~M-;: RT, gde je M masa jednog mola. Za

ovu poslednju veliéinu moZemo pisati M =mN, ako sa m oznafimo masu jednog

molekula a sa N Avogadrov broj, pa dobijamo p’ _ﬁ_ﬂf _P_m‘ Uvrstimo i

RT kT
ovaj rezultat v (2.57) dobicemo:

E) 2y Pm
(dR'r .

Pri fiksiranoj temperaturi su y i p konstantne veliCine, pa integracija dobijene di-
ferencijalne jednaline daje:

Lymi
Pp=P, e kTe K (2.58)
Ako je spoljni pritisak Pez, samo kapljice kod kojih je polupre¢nik upravo toliki
da je Pr=~Pex bice stabilne. Manje kapljice imaju manji napon pare, usled ega
isparavaju. Vece kapljice, pak, teze da daljim kondenzovanjem uveéaju svoju za-
preminu.

2.18. Za prost sistem Cifi se odnos sa okelinom moZe okarakterisati jednim
spoljnim parametrom a, naci razliku specificnih toplota Ca4—C,, gde je A=A (T, a)
generalisana sila koja pripada parametru a.

Redenje

Jednalina principa termodinamike (2.5) za prost sistem dobija oblik:

7dS=dU + Ada=

(a':’r-) dT+( ) da + Ada =
T/, da

T

(av) dr+[(“f'-) +-A]da. 2.59)
oT oal,

Odavde se, poSto je T°dS elementarna koli¢ina toplote, za procese okarakterisane
uslovima a=const. i A==const. dobija respektivno:

€ (dU)
oT

a= (o), [(Ge), 4],

tako da za traZenu razliku specifi¢nih toplota izlazi:

el )
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Deljenjem jednadine (2.59) sa temperaturom dobijamo:

T\or/, T |\oa/,

tako da moZemo pisati:
28 1 (oU 28 1[/0U
(- 6,64
or!, T\oT), \da!y T|\oaly

Diferenciranjem prve od ovih jednadina po a, a druge po T dobijamo dve jednacine
sa jednakim levim stranama. Izjednafimo li desne strane, imacemo:

1 *U 1 [[oU 1 [PU (o4
—— = —— (——) +A[+— +(—)
T 0adT  T2|\dal; T |oToa \oT/,

odnosno, nakon neznatnog sredivanja:

() 4-rt):

da

Ovo je neposredna generalizacija jednacine (2.9) i izvedena je na istovetan nacin.
Uvrstimo li ovaj rezultat u relaciju za C4—C, dobi¢emo definitivno:

c,.-c,,z.r("—“) (‘3_“-) , @.61)
o1),\o1),

§to je neposredna generalizacija jednacine (2.20).
2.19. Generalisati rezultate prethodnog zadatka u shucaju kada posmatrani

sistem nije prost, tj. kada se njegov odnos sa spoljnom sredinom karakteriSe skupom
spoljnih parametara ay, a,, . . ., ax.

Refenje

Radi konciznijeg pisanja, uvedimo konvenciju da indeks [a] uz neki izvod
oznafava da se pri njegovom izrafunavanju smatra da su svi spoljni parametri

s ; 28 y I .

konstantni. Na primer, (——) oznatava izvod entropije sistema po temperaturi u
[a)

procesu pri kome svi spoljni parametri ostaju nepromenjeni. U istom smislu indeks

[a]s ¢e nam znafiti da svi spoljni parametri ostaju konstantni osim parametra a;.
Podimo opet od jednadine (2.5) koja, eksplicitno reSena po diferencijalu
entropije, u ovom slucaju ima oblik:

k
dsz%(drnz A,dai)z

o

#l(seha 7 E G 4] )
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Odavde &itamo:

(577 (57
0T )a T(ar)m’

(‘)S) (‘)—U) +4,|, i=1,2... K
dq; 1".{«1i T da;T.1ay

Diferenciranjem prve od ovih jednakosti po spoljnom parametru a;, a drugih jedna-
&ina po temperaturi, dobijamo ponovo jednaline sa jednakim levim stranama,
tako da izlazi:

Flonorha™ T (oaeaa* 4] 7o *57)
T \0a;oT /ey 2a;/T.1a); 4 aTda [a}; aT il

odnosno nakon sredivanja:

(QE_]') +A;=T (“)_A‘) ] i= 1; 2’ LB R k' (2‘62)
04, /T, 14y T/ 1q

Posmatrani sistem ima jednu kaloricku jednadinu stanja U=U (T, ay,..., ay),
i k termickih jednalina Ay=A4¢ (T, ay, ..., ax), (i=1, 2, ... k), i izmedu njih mora
postojati k veza nadenog oblika (2.62). Ovo je dalja generalizacija rezultata (2.60) iz
prethodnog zadatka

Za posmatrane sisteme, Cije se stanje karakteriSe sa vie spoljnih parametara,
moZemo uvesti specifi¢nu toplotu G pri procesu u kome svi spoljni parametri ostaju
konstantni i specifi¢nu toplotu Cpq kad sve generalisane sile ostaju konstantne. Iz
relacije:

oU k[roU
TdS=8Q=(—~) dT + [(—) +4 ]=
aT ] g: aﬂ'- T,[a); :

k
~(2Y) ar+ 5 7(4) do
oT g i<t \oT g

C[“] h (ZTQ")M g (a"—‘;{) [ﬂl'

k
=)y (57 * 2 (50 (52)
AT/ \o0T)q =1 \OT /g \O0T )in
i odavde odmah dobijamo traZeni rezultat:

oa
Cia—Cy=T ) ( ') (2.63)
121 ( OT iy \ 0T |4

neposredno &itamo:

Poredenjem sa jednacinom (2.61) iz prethodnog zadatka lako se uofava analogija.
2.20. Za magnetne materijale i reverzibilne procese jednalina (2.5) dobija oblik:
| TdS =dU — HdM '
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vkoliko su promene zapremine zanemarljive. Ovde je H jadina magnetnog polja, a M
Je magnetizacija (magnetni moment sistema). Uvodeéi specificne toplote pri kon-
stantnoj magnetizacifi Cuy i pri konstantnom magnetnom polju Cy, dokazati da izmedu

adijabatske susceptibilnosti sistema xs=(%%) i izotermne susceptibilnosti yp=
By
(aM ) g
=|{——]) postoji veza:
oH |

Cum
xs Cs xr-

Refenje

Zapazimo da je zadana relacija 7dS=dU—HdM potpuno analogna relaciji
TdS=dU-pdV kod termomehanitkog sistema, tako da se sve relacije u termo-
dinamici magnetika sa zanemarljivom promenom zapremine (onda je on prost
sistem) mogu dobiti iz odgovarajuéih relacija termodinamike termomehanitkog
sistema, ukoliko se uspostavi korespondencija p—+H i V—— M. Pod tim uslovima
takode imamo Cp,—~Cpg, Cp—Cu, a adijabatska i izotermna susceptibilnost postaju
analogne koeficijentima izotermne i adijabatske kompresibilnosti (2.22). TraZena
relacija formalno odgovara jednacini (2.40) iz zadatka 2.6 i moZe se dokazati slede¢i
isti nadin rasudivanja kao u pomenutom zadatku.

2.21. Neka je magnetik iz prethodnog zadatka paramagnetik (ija se suscepti-
bilnost pokorava Kirijevom (Curie) zakonu M |H=C|T, gde je C pozitivna konstanta,
i neka je kaloricka jednacina stanja U=aT4, gde je a opet neka pozitivna konstanta.
Nati toplotu namagnetisavanja ovog magnetika kada se spoljno magnetno polje izo-
termno menja od 0 do H, na temperaturi To. Naéi takode promenu temperature pri
adijabatskom razmagnetisavanju ovog magnetika, ti. pri adijabatskom smanjenju
Jadine magnetnog polja od H, do 0.

Refenje

Iz osnovne relacije za posmatrani magnetik, 7dS=dU—HdM, i uslova za-
datka vidimo da pri izotermnom namagnetisavanju mora biti dU=0, jer U zavisi

samo od temperature. PoSto je M =-—§_: H, a TdS=8Q, za proces izotermnog na-
magnetisavanja ¢e vaZiti relacija:
C
8Q= —HIM = —;dea’,

o

dijom integracijom dobijamo traZenu toplotu namagnetisavanja:

Hy
C 2
=[380=-"H2 2.64
0 f G (2.64)
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Sada ¢emo izraCunati entropiju posmatranog magnetika, jer pri adijabatskim pro-
menama u sistemu ova veli¢ina ostaje nepromenjena. Imacemo:

dS— > (dU ~ Hamy -1 4aT’dT—Hd(£ H) -
T T T

—aar2dr—cH d(ﬂ),
r \7

pa dobijamo:

2
S:iarﬂ—ic(ﬁ) 5
3 2 \7

gde je S, integraciona konstanta, nebitna za ova razmatranja. Pri adijabatskom
razmagnetisavanju entropija polaznog stanja, okarakterisanog magnetnim poljem
H, i temperaturom 7}, mora biti jednaka entropiji zavrinog stanja v kome je tempe-
ratura 7' a magnetno polje nula. To dovodi do uslova:

3 -
S ] C(f{“-) =Ll
T, 3
odnosno: (2.65)
o 3¢ (i”.ﬂ!)2
a \T,

Iz dobijenog rezultata se vidi da je temperatura 7, nakon adijabatskog razmagne-

tisavanja manja od temperature u pofetnom stanju, jer je odnos — pozitivan broj,
a

Adijabatskim razmagnetisavanjem posmatrani paramagnetik se uvek hladi. Metod
adijabatskog razmagnetisavanja se moZe, dakle, koristiti za dobijanje niskih tem-
peratura.

Napomena. Metod adijabatskog razmagnetisavanja je vrlo podesan za dobi-
janje temperatura ispod 1 K; najniZe ovim putem dostignute temperature iznose
oko jednog stotog dela stepena Kelvina. Pri ovako niskim temperaturama, strogo

govoreci, prestaje da vaZi Kirijev zakon M=§H, tako da formule (2.64) i (2.65)

nisu ispravne u kvantitativnom pogledu. To se vidi ve¢ 1 po tome §to nadeni izraz
za entropiju predvida da entropija treba da teZi beskonatnosti u blizini apsolutne
nule, §to se protivi tre¢em zakonu termodinamike.

2.22. Ako promene zapremine magnetika moraju biti uzete u obzir, osnovna
Jednacina termodinamike reverzibilnih procesa postaje:

TdS=dU + pdV — HdM.

vy i
0H |, ¢ op H.T‘

Dokazati vaZenje relacije:
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i izralynati promenu zapremine AV pri izotermnoj promeni magnetnog polja od nule
do neke vrednosti Hy, pretpostavljajuci da je ova promena zapremine mala (AV<ZV)
i da izotermska kompresibilnost i izotermska magnetna susceptibilnost ne zavise od
Jjacine magnetnog polja H.

Redenje
Izrazimo sve diferencijale koji ulaze u osnovnu jednacinu:
TdS=dU+pdV — HdM

pomocu pritiska, jaine magnetnog polja i temperature, uzimajuéi poslednje veli-
gine za nezavisne. Tako dobijamo:

T[(EE) dp+(ﬁ) dH+(f’—‘5) dT]s(?E) dp+("U) dH +
op/gr 0H |, r 0T/ ap op In,r OH |, r
) o] o) s (), ]
oT Hyp ()p HT deg- 'ﬂT H.p

o), 3 o9, )
ap T aH T 0T /y,p

Posto su p, H i T nezavisne veli¢ine (zapazimo da kod termomehanickog sistema
ima samo dve nezavisne veli¢ine), moZemo izjednaditi izraze uz njihove diferenci-
jale ponaosob, Na ovom mestu nas interesuju samo one dve jednaCine koje se do-
bijaju izjednadavanjem koeficijenata uz dp i dH. One su oblika:

oS oU oV oM
i i e W W I
oplyr \OPlur op lur op HT

(29, -8) o)),
oH T OH/pr oH T oH »T

Diferencirajmo prvu po H a drugu po p, drzeci temperaturu pri tom konstantnu.
Nalazimo slede¢i rezultat:

?*S *U oV ap oV
"(attop)~Cormar)e*(arrop), (o Lophur™
OHoply \0Hop/r oH op oH|, \op

2
~Girope (op s
oHop op HT
2
AL AL .
OpdH/; \opoH opoH oH/|,r

- H(_i{{) (‘”” oM
opoH |, \op )H ,(oH),, 2

5 Fizika
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Treéi ¢lan desne strane u prvoj od ovih jednadina i poslednji ¢lan desne strane u
drugoj su ofevidno jednaki nuli (zbog prvog faktora u oba slu¢aja). S druge strane,
izrazi s leve strane su takode jednaki, tako da se izjednaCavanjem desnih strana,
uz neznatna upro$cenja, dobija:

RSy

Sto je trebalo pokazati. Ako magnetizaciju sistema izrazimo pomocu susceptibil-
nosti kao M=y HV (podsetimo se da y H po definiciji predstavlja magnetni moment
jedinice zapremine magnetika), ima¢emo, na osnovu prethodne jednatine:

(o) 2o,

odnosno, poSto po zadatku susceptibilnost i kompresibilnost ne zavise od jacine

magnetnog polja:
(=), )
O0Hpr oplr oplr

Deljenjem ove jednaline sa zapreminom ¥V i uvodenjem koeficijenta izotermne
kompresibilnosti (2.22) imamo dalje:

1 joV oy
==\ =2} - ) 2.67
4 (aH),,,,. [( ap)r xxr] R

Izraz u srednjoj zagradi s desne strane zavisi, po uslovima zadatka, samo od pi 7,
tako da se gornja jednadina moZe integrirati. Dobija se:

Vi+Av

[ or={(38,ee] from

In V+AVHLH§ xx-r—(a—-x) .
v 2 op/y

odnosno:

Poito je, prema zadatku, AV<ZV moZemo primeniti aproksimativnu formulu
In (14+x)~x koja vaZi za | x| <1, i tako kona¢no dobiti:

2ol il L (El) _ (2.68)

Promena zapremine magnetika pri uklju¢ivanju magnetnog polja poznata je pod
nazivom magnetostrikcija. Ovaj termin nije sasvim adekvatan, jer A ¥ ne mora
biti obavezno negativno; znak ove velifine je odreden izrazom u srednjoj zagradi
poslednje jednadine i moZe biti kako negativan, tako i pozitivan.
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2.23. U unutrasnjosti vrlo dugog solenoida, kroz {ije navoje tece struja takvog
intenziteta da magnetno polje u vakuumu ima jadinu H,, nalazi se metalni cilindar.
Materijal od koga je on nacinjen moZe postojati u dve faze, normalnoj i superprovodnoj.
Prva od njih je okarakterisana okolnoSéu da magnetna susceptiblnosti jednaka nuli,
dok je u vrugoj fazi magnetno polje u metalu jednako nuli (tzv. Majsnerov efekt).
Naéi Gibsov termodinamicki potencijal G=U—TS-+pV—HM u obe faze i na osnovu
tog rezultata naéi kritiénu vrednost polia Ho=H¢ pri kojoj nastupa fazni prelaz.

Resenje

Prema osnovnoj jednadini termodinamike reverzibilnih procesa u magnetiku,
koja je razmotrena u prethodnom zadatku, moZemo pisati:

dG=d(U—TS+pV—HM)= —SdT + Vdp — MdH,

ili, ako uvedemo magnetni moment M* po jedinici zapremine, i uzmemo u obzir
da se fazni prelaz koji nas interesuje obavlja izotermno i izobarno;

dG = — M*VdH. (2.69)

Odavde se za promenu Gibsovog potencijala pri ukljuivanju polja Hy u sluéaju
kad je magnetik u normalnom stanju integracijom dobija slede¢i rezultat:

Gy (T, p, H))— Gy (T, p, 0)=0, (2.70)

jer je u tom sluéaju susceptibilnost jednaka nuli §to znadi i M*=0 (vaZ relacija
M*=y H,). U superprovodnoj fazi je magnetno polje u magnetiku jednako
nuli, tj. M*= — H[4 7 [jer je uopste B- ﬁ+4nﬁ"', kao §to se moZe nadi u
bilo kom udZbeniku elektrcdinamike]. Jednacina (2.69) za ovaj slucaj daje sle-
deéi priraStaj termodinamitkog potencijala pri porastu spoljnog magnetnog
polia od nule do H,:
Hg
Gy (T, p, H)- G4 (T, p, 0)=—VfM*dH=§l— VHZ. (2.71)

T
0

Fazni prelaz nastupa pri onoj vrednosti magnetnog polja H¢ na kojoj je, vz kon-
stantnu temperaturu i pritisak, termodinamicki potencijal u obe faze jednak. To
dovodi do uslova:

GN(Tb P, HC)= GS(T’ Ps HC):
ili, eksplicitnije:
GN(Ts P, O)E GS(T’ b, 0)+_1"'VH(?:‘-
8w
Ovaj rezultat dozvoljava da zaklju¢imo da povecavanje jafine magnetnog polja u
solenoidu (tj. pove¢avanje jaline struje kroz njegove navojke) pri nekoj temperaturi
niZoj od krititne temperature T za prelaz datog metala u superprovodno stanje

5%
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u odsustvu magnetnog polja, dovodi do prelaza iz superprovodnog u normalno sta-
nje kad se dostigne magnetno polje jacine H. Situacija je prikazana graficki na slici
2.4. za fiksiran pritisak p i za dve temperature T’ i T, obe ispod kriti¢ne temperature
za prelazak u superprovodno stanje van magnetnog polja i 7">T7". Iz jednafine
(2.71) se vidi da se termodinamicki potencijal superprovodnog stanja menja po
paraboliCkom zakonu sa promenom jafine magnetnog polja, dok se analogna
velitina za normalno stanje ne menja. Pri magnetnim poljima ve¢im od kritiénog
polja H., normalna faza je stabilna jer ona ima manji termodinamicki potencijal.

Gy(T", p, 0)
Gu(T', p,0}

6s(T", 0.0)f ; g
Gg(T", p,0) : —
I (>T)
: ! (T, T<Te)
He  He B
Sl 24

Iz nacrtanih grafika se takode vidi da jadina polja H, opada sa temperaturom, tj.
kod svih superprovodnih materijala je (9%) <0. Za T=T, imafemo
Hc= 0. =

2.24. Na osnovu rezultata prethodnog zadatka naéi promenu entropije i pro-
menu specificne toplote pri prelasku iz superprovodne u normalru fazu usled poveéa-
vanja spoljnog magnetnog polja. Proces smatrati izobarnim.

Refenje

Kao 3to se iz polazne jednatine za dG u prethodnom zadatku vidi, entropija
magnetika se moZe izraziti kao:

S= —(a—G) .
aT H,p

Prelaz iz superprovodnog stanja u normalno nastupa pri jednakosti termodinamickih
potencijala obe faze, tj. pri uslovu dGg=dGy. Ako ovaj uslov napiSemo eksplicit-
pnije, vodeti rauna da je, po zadatku, dp=0 imacemo:

(‘LGE) dT+(§£§) dHc=(————-aGN) dr+(——"G") aH,
BT HC' ﬂHCT dT HC dHCT

vodei ratuna o Cinjenici da je pri posmatranom faznom prelazu H=H_.
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Posto, kako smo videli u prethodnom zadatku, termodinamicki potencijal normalne

faze ne zavisi od magnetnog polja, (ﬁ) =0, mozemo dalje pisati:
c'r
(9—%) o7+ (‘L—GS] dHg = (‘3—_6”) dr
oT Hgp OHC T oT He
ili, s obzirom na navedeni izraz za entropiju:
SNZ'-SS_(eEi) d—{f—czs_s-——'!—VHcd&. (2.72)
OH [, dT 47 dar

Vodeéi rauna o okolnosti da je ‘jd%-( 0, zakljuujemo da je superprovodna faza

uredenija, po§to ima manju entropiju. Iz dobijenog rezultata se odmah dobija i
traZena razlika specifi¢nih toplota:

0

2 2
g VT[(d_IfE) +H S He ] 2.73)

47 dar dr?

Zapazimo da na temperaturi 7=7 prelaza iz supprovodnog stanja u normalno
van magnetnog polja imamo Hq=0, tako da su, prema (2.72), na toj temperaturi
entropije obe faze jednake, a normalna faza ima manju specifi¢nu toplotu, prema
(2.73).

2.25. Kod izotermnog zralenja gustina unutradnje energije u je monotono rastuéa
Junkcija temperature, a pritisak je p=1[3 u. Kakav oblik funkcionalne zavisnosti
u(T) predvida na osnovu ovih podataka fenomenolofka termodinamika? Da li je
rezultat saglasan sa zakonima zracenja? Primeniti isto razonovanje na idealan gas,
kod koga je p=2/3 u i u je takode monotono rastuéa funkcija temperature. Da li je
i ovde dobijeni rezulat saglasan sa zakonima idealnih gasova?

Refenje
Stavimo li U=V u, jednacina (2.7) daje:

dgﬂ__l._(d(}+pdl’/)=l (udV+Vdu + luarV)=
T T 3

- (—i udV + Vdu) .
T\3

Odavde nalazimo:

] =K, (B =EE
oul, T \ov), 3 T’
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i diferenciranjem druge relacije po gustini unutrasnje energije &, a prve po zapremini
dobijamo:

[i(i_“_)];[_"._(l)]; . 1”“"(%5‘? ""”(grrx)n,

ou\3 T/, lov\r = =

3 T2 - 1
Posto je, po uslovima zadatka, unutraSnja energija monotono rastu¢a funkcija
temperature, diferenciranje pri konstantnom u je ekvivalentno diferenciranju pri

. {oT .
konstantnoj T, tako da je (—-) =(£) =0. S druge strane, prema uslovima

oV v/,
.. (0T\ dT x seis . ..
zadatka, moZemo staviti (——) e tako da iz gornjih jednakosti dobijamo:
Uly
i(r—udl)ﬂ", g, 2 4T
3 du u T
a odavde integracijom:
u=aT* (2.74)

§to je u saglasnosti sa zakonima zrafenja u termodinamitkoj ravnoteZzi.

Primenimo li isto rezonovanje na idealan gas sa p==-§—u, dobic¢emo:
dsm-;:(—g-udm Vdu),
a odavde, nakon istih transformacija kao gore;
u=ars?, (2.75)
Ovaj rezultat nije u saglasnosti sa zakonima idealnog gasa, za koji imamo

U= o p=%nk'f, gde je n broj molekula po jedinici zapremine. Formalna kontra-

dikcija do koje se ovako doglo objasnjava se upravo ¢injenicom da gustina unutrasnje
energije zavisi ne samo od temperature, ve¢ i od broja Cestica gasa. Usled toga
naime, imamo:

u=--3—nkT==—3-£kT, tj. T=2LV,
2 2V 3 Nk
tako da je:
oT _ 2u
(OV)H 3 Nk

i nije jednako nuli, kao §to je bilo stavljeno pri razmatranju zratenja i formalno
preneto na slucaj idealnog gasa.

Napomenimo da se relacija (2.75) moZe primeniti na sistem idealnih magnona
kristalne reSetke. Sli¢no kao kod fotona u zrafenju, i broj magnona po jedinici
zapremine u magnetiku je odreden temperaturom, a nije nezavisan parametar kao
kod gasa.
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2.26. Polazedi od rezultata prethodnog zadatka naéi izraz za entropiju ravnotez-
nog zracenja, njegove termodinamicke potencijale i specificne toplote Cyp i {,, obraéunate
po jedinici zapremine Supljine ispunjene ravnoteZnim zralenjem.

Refenje

Uvwrstimo li u izraz za dS naveden u pofetku prethodnog zadatka relaciju
u=aT#4, dobifemo:

[ =

as

% aT* dv +4 aT? VdT)=~g—aT3 AV +4 aT?VdT —

ad(T*V),

m[-lh o

tako da za entropiju izlaz:

S=So+':_aT3 V.

gde je S, integraciona konstanta. Ona se ne moZe odrediti u okviru iskljuivo fe-
nomenoloke termodinamike, ali pofto entropija na apsolutnoj nuli mora biti jed-
naka nuli (to proizlazi iz statistitke termodinamike), moZemo staviti Sy=0 i tako
konatno pisati:

Ss—g—cﬂ“ v. (2.76)

Termodinamicki potencijali nekog sistema su unutrainja energija u funkciji entro-
pije i zapremine U(S. V), slobodna energija u funkciji temperature i zapremine
F(T, V), termodinamicki potencijal u funkciji pritiska i temperature G(p,T) i
entalpija u funkciji entropije i pritiska H (S, p). Dakle, traZeni potencijali ¢e biti:

4
U=uV=aT‘V=aV( 38 )T,

4av

F=U—TS=QT“V—%0T“V=—=-;—0T"V, .77
1 1
G=F+pV= —--?aT“V +—3—aT“V-——-0.

3p\L
H U+pV=—% aT*V = ST = (—‘E)-sS.
a

Gibsov termodinamitki potencijal kod ravnoteZnog zrafenja nije karakteristi€na
termodinamiCka funkcija, zato Sto temperatura i pritisak zrafenja nisu nezavisni
parametri.
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Posto je U=aT*¥V, imaemo (‘;—g) =4aT?V, tako da za specifiCnu top-
v
lotu po jedinici zapremine Supljine dobijamo:

1 (oU
e (_) —4aT>, 2.78
“y\er),” @™

S druge strane, za proces sa konstantnim pritiskom bismo mogli pisati:

1 a8
CP='__ T(_) 3
v \ot/,

ali se odavde dobija {z=oo0 jer pri konstantnom pritisku i temperatura ostaje kon-
stantna. Prema tome, nije moguée povecati temperaturu zrafenja odrzavajuéi pri
tom njegov pritisak konstantnim.

Napomenimo da bi kod idealnog gasa bilo t,,-—-—;-nk, szs—;— nk, pde je
n broj molekula po jedinici zapremine.

2.27. Izracunati broj molekula po jedinici zapremine termodinamiéki ravnoteznog
gasa na temperaturi T, koji imaju: a) jednu komponentu brzine termalnog kretanja
velu od 2 vy, bez obzira na vrednosti drugih dveju komponenata, i b) koji imaju inten-

kT
zitet brzine termalnog kretanja veéi od 2vym, gde je vm= g—;ﬂ— najverovatnija

brzina. Rezultate je podesno izraziti pomocu tzv. eror-funkcije:

2 X
(D{x)rzv; IE_'EZ dE.
0

Refenje

Polazeti od jednadine (2.30) iz uvodnog dela, za broj dn molekula po jedinici
zapremine koji imaju komponente brzine izmedu vz i vz+dvz, vyi vy-+dvy, vz i ve-t+dvs
moZemo pisati:

m ');}z eﬂﬁf (vx2+vytvsd)
T

dn=n (m

dv,dy,dv,. (2.79)

Ukoliko v brzinskom prostoru predemo u sferne koordinate, tj. stavimo
vz=vsin Ocos ¢, vy=vsinOsing, v,=vcos 6, gde je v intenzitet brzine, a 6 i ¢
uglovi koje pravac brzine obrazuje sa koordinatnim osama, mo¢i (emo gornju
jednadinu prepisati i u obliku:

m \¥ _m?
anT) e 2T y25in 0 dvd0 deo. (2.80)

durzn(

Rezultate koje traZi zadatak dobicemo ako u napisanim relacijama izvrSimo inte-
graciju po svim irelevantnim koordinatama [u sluaju a) to su vy i v, a u slu€aju
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b) uglovi 8 i ], a po preostaloj sluajnoj promenljivoj prointegriramo od 2 v,, do
beskona¢nosti. Tako nalazimo, u prvom sludaju:

mo\R [ i _moyt T ot
r
n (vy,>2v,, =n(m) fe Ty, | e 2*7dvyfe 2KT gy, =

2vm -

mo \Uz [ e
- 2T gy —
"(znkr) f & dry

ZVM

m o[ [ w2 e
T e KT gy — ZKT -
n(anT) [f € dv, e dv,,]
0 0
2I’m
m \Y2[ 1 [ 2nkT \\2 ot
] ——e = — 2kT —
(ZﬂkT) [2( m ) fe dp‘]

0

2vm
n m 12 _H'I‘li'xa
= — —— 2kT
2[1 2(2::1.:1') fe d"’]’
0

jer je integral od nule do beskonatnosti poznati Poasonov integral. U preostalom

5 5 5 . m v .
integralu u poslednjem izrazu moZemo uvesti smenu mv,===f-=£ i tako

dobiti: "
' vx>2v,,) = -’;- [1-® ) (2.81)

Postupajui na analogan nacin, i koriste¢i iste transformacije integrala, a drugom
slu€aju dobijamo:

- o« o ™ 2n
n”(v>2vm)=n(2—m,) fv’e Z*Tdvfsinﬁ dﬁf de=
2vpm 0 0
m o\ p  _m
- o . 20730 gy
4mn (anT) fv e dv
2!’“

_4 [--]
=—=n EZ e"Esz.
V= !
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Nakon parcijalne integracije dobijamo dalje:

4 1 1 1 r
n'(v>2v,)=—=pl ——Ee ¥ | +— -2 |
( V“H[ 2 Ee I 2 fe 5]

2 2

2
— 2 [2 —~4 —E2 2 ]
=—nl2e %+ | e ¥dE— | &FdE|=
e o]

n [% et r1—0 (2)]. (2.82)

k1

U numeri¢kim tablicama nalazimo @ (2)=0,995 i e—4=0,018 tako da nalaZenje
definitivnog numeritkog rezultata nije tefko. Za oba slucaja se dobija da je broj
molekula sa zadanim osobinama kretanja manji od 5%.

2.28. Koliki procenat od ukupnog broja udara molekula o jedinicu povrSine
zida suda u jedinici vremena otpada na molekule razmotrene u prethodnom zadatku?
Gas smatrati idealnim.

Resenje

Neka je z-osa normalna na povriinu zida i orijentisana u unutraSnjost gasa
(slika 2.5). U jedinici vremena na jedinicu povriine padnu svi molekuli sa kompo-
nentom brzine v; koji se nalaze u prizmi jedini¢ne povrsine osnove i visine v;. Broj
takvih molekula se dobija kao proizvod zapremine ove prizme i broja molekula po
jedinici zapremine sa brzinom v; (tatnije sa brzinama izmedu v; i v;--dv;) bez obzira
na vrednosti ostale dve komponente. Taj broj iznosi:

m \3z2 _m?
dv'=vy,.n e 2K dy,x

2nkT
! P a1 g
I xfe 2T gy, fe 2k dy,,
| E )
I
i

»= odnosno poito su naznaleni integrali Poaso-

novi:

2wk

Integracijom ovog izraza po v; od 2v, do bes-

kona¢nosti dobijamo broj udara po jedinici
8L 2.5 povriine zida suda i po jedinici vremena koji

potitu od molekula sa komponentom brzine
normalnom na zid suda ve¢om od 2 vy. Integracija je elementarna.

Primenjujuéi isto rezonovanje, ali zamenjujucu relaciju (2.79) relacijom (2.80),
za broj molekula koji pada na jedinicu povrSine zida suda u jedinici vremena i ima

R L.
dv’=n(—T) v,e 2K gy, (2.83)
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intenzitet brzine izmedu v i v-}-dv, a pravac kretanja odreden uglom izmedu 0 i

0-1-d 6 dobijamo sledeci izraz:

m \}2 _m?

= kT) e 2T y2sinBdvdb | do=
0

m )3!2 _mﬂ

dv'=vcos0- n(

= 2T 3 g 2.84
zn"(anT e v3 sinf cos 6 dv d6. ( )

TraZeni rezultat se nalazi integracijom ovog izraza po 6 od 0 do % ipovod 2vy

do beskonacnosti. I ovde je integracija elementarna, pa se dovrSavanje zadatka
ostavlja za samostalnu vezbu. Rezultati su:

fd '——[E 'Ezdi—-—ﬁe"‘——l—nve
2V =
2'}‘m
s 5 5
v —f fd" o fﬁs e~ dE = 2% ety e,
2V= 4
2!‘;’; 2

gde je v= \/ 8T poznati izraz za srednju brzinu termalnog kretanja. Podse¢amo
gitaoca da je ukupan broj udara molekula o jedinicu povriine zida suda u jedinici

vremena dat izrazom v = o nv. Iz ovog se moze lako naéi traZeni procenat.

2.29, Koliki procenat ukupnog pritiska gasa potice od molekula razmatranih
u prethodna dva zadatka, ako je gas idealan?

Resenje

Molekul koji se kre¢e prema zidu brzinom v; odnosno v cos 0 prilikom udara
o zid predaje ovome ipuls — 2 m v; odnosno — 2 m v cos 0, ukoliko je udar apsolut-
no elasti¢an; znak minus je uveden stoga $to je 2 m v; promena impulsa molekula u
toku sudara. Ukupni predani impuls u jedinici vremena dobijamo onda kao dp'=
=2 m v, dV', odnosno dp"'=2mv cos0 dv"’, gde su dv' i dv"' dati formulama (2.83)
i (2.84) iz prethodnog zadatka. Znak minus ovde dalje neemo pisati. Odavde se
integracijom, analognom onoj u prethodnom zadatku, dobijaju traZene veliCine:

m \Uz et
pzfdp f2mv n(z kT) e 2kTy dy, =

2vm
_AnKT [y g _4PKT (L VT oo }=
VEfE‘e E V;_{e+ [1-®2)]

4e—4

=nkT[ 7= +1—¢b(2)]
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oo T2 )
1z vt
4 —ffc{v“ fmevcosB 2“"(27:1:?) e 2¥Ty35in6cosbdvdf ==
2vm 2vm O

f g BT L
Vm'3 | Ve dy= Vﬁfg e PdE=
2

=nkT[ —=e"+1 ftp(z)].
3V=

Integral po £ u prvom nizu jednacina je ve¢ izratunat u zadatku 2.27, a onaj u dru-
gom nizu jednadina se svodi na pomenati integral jednom parcijalnom integracijom.
Posto je ukupan pritisak u idealnom gasu P=nk7, a potrebni numeri¢ki podaci
su navedeni na kraju zadatka 2.27, traZeni procenti se lako mogu naci.

2.30. Nadi broj molekula po jedinici zapremine sa energijama izmedu € i et+de
u gasu koji se nalazi u stanju termodinamicke ravnoteze na temperaturi T. Na osnovu
dobijenog rezultata izraCunati, smatrajuéi da je gas nerelativisticki:

a) ngjverovatniju energiju i pokazati da e,,,:%:-;— myZ;

b) relativnu fluktuaciju energife, i uporediti je sa relativnom fluktuacijom
brzine termalnog kretanja;

¢) ukupan broj molekula po jedinici zapremine sa energijom vecom od neke
date vrednosti g,.

Refenje

Broj molekula po jedinici zapremine koji imaju intenzitet brzine izmedu
v i v+4-dv bez obzira na smer kretanja nalazimo ako u relaciji (2.80) izvr§imo inte-
graciju po svim mogucim uglovima. Rezultat se dobija neposredno:

dn,-=411:n(

m e e
an'l‘) e 2T 2 gy,

Uzmemo li sada u obzir da je energija jednog molekula u idealnom nerelativistitkom

gasu data sa r.-:—;-mvz, nalazimo:

2me
tako da zamenom ovih veli€ina u izraz za dn, dobijamo:

2n -
Ve T Vede

dne = (2.85)
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Pomocu ovog rezultata lako moZemo odgovoriti na postavljena pitanja.
a) Najverovatnija energija je ona energija, za koju gustina verovatnoée
dn, ima maksimum, tj. za koju je di(in:)mﬂ. Imacemo:

de € €

d(dnt) 2n ’F(L_LV;)=0,

d V7 (kT)¥? 2Ve kT
tako da je:
s,,,:%kT. (2.86)

Potto je v,,,m-\l%z, 4. —;—mvm kT, jasno je da g,4 — L mvm

b) Podto je fluktuacija vezana sa veligtinom (Ae)?=e2—32, izatunajmo
najpre € i €2 Imamo:

-]

-~ dn, f o2 kT 3
= e de=—FkT,
) f VrkTyre © T2

1]

_’;f s
2= f j Vn(kn’” de="(TY;

integrale koji se pojavljuju najpodesnije je smenom e=k T E2 svesti na DZinsove
(Jeans). Dakle:

A=t —e2= % Ty,

i za relativnu fluktuaciju dobijamo:

\/ma)z \E” \Enos2 @.87)

—kT

Analogna veli¢ina za brzinu je:

\f \/35:? 8 kT

(M}z \/vz 7 ™ =\/31:—8W0,42.
8 kT

':I: m
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¢) Broj molckula po jedinici zapremine sa energijom ve¢om od g, dobijamo
n(e>¢g)= f dne =

integracijom:
f }v"_d €.
% V= (kT)2

Malo pre kori¢enom smenom e=k T E2 ovaj se mlegral svodi na:

n(=>sn)—— fﬁz e ¥ dE= "[f—\/s"e +1-@(\/§)] 288)

(uporedi sa zadatkom 2.27). Zapazimo da za €,>>kT argument eror-funkcije u na-
denoj jednadini postaje vrlo veliki pa vrednost te funkcije postaje vrlo bliska jedinici
tako da moZemo zabeleZiti i slede¢i vaZan rezultat:

£

2n [& T
nEe>e>kT)~—=/7=€ © . (2.89)
Vm VET

2.31. Izvesna koli¢ina idealnog gasa sa jednoatomnim molekulima je u ter-
modinamickoj ravnoteZi i nalazi se u sudu na &ijem je bocnom zidu nacinjen mali otvor
za spekirometrijska merenja. Gas se nalazi na dovoljno visokoj temperaturi i njegovi
atomi zrale elektromagnetne talase karakteristicne talasne duZine 3. Pokazati da ée
intenzitet spektralne linije koju registruje spektrometar 1(3) biti proporcionalan
Sfaktoru:

... (":ﬁ)'
I(M) e 2T\ 2o

gde je m masa molekula, a ¢ je brzina svetlosti.

Resenje

Situacija je prikazana na slici 2.6, Osu spektrometra uzmimo za x-osu i uotimo
jedan molekul sa datom vrednoSéu komponente brzine vz. Usled Doplerovog efekta
(Doppler), njegovo zratenje spektrometar registruje sa izmenjenom talasnom du-
binom. Ova izmena iznosi:

i mﬂ( 1+ 1’5) :
c
- A \\ o C"‘ Vx
——V J |* ° s o
spektrometar " o o

Sl 26.
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Poito je intenzitet emitovanog zracenja na nekoj fiksiranoj talasnoj duzini 2 (kako
ga registruje spektrometar) proporcionalan broju molekula koji se kreéu brzinom
nadenom resavanjem prethodne jednacine po korespondentnoj vrednosti v,,

)L _ }lﬂ

Vem—,

2

a broj molekula sa brzinom izmedu v, i v,+dv, moZemo naci iz jednacine (2.79) u
zadatku 2.27. integracijom po svim vrednostima za vy i v.:

m \12 ———ﬁ?
M&=n( ) e 2% g
2kT,
zakljutujemo da mora biti:
st A (“—"u)’
IQ)wne =¥ e 2\ D

(2.90)
Profil spektralne linije odgovara, dakle, Gausovoj raspodeli sa karakteristitnom

girinom reda veliCine:
WET _ kT
by 2L =20\ 0L

Rezultat (2.90) se obitno ozn¢ava kao doplerovski profil spektralne linije, jer je Sirenje
spektralne linije prouzrokovane Doplerovim efektom usled termalnog kretanja
atoma koji zrace. Napomenimo da u visokotemperaturnom gasu na profil spektralne
linije i na njenu Sirinu mogu uticati i drugi &nioci (na primer, Staikov efekt).

2.32. Slika 2.7. prikazuje eksperimentalni uredaj za proveravanje Maksvelove
Sformule (2.30). Uredaj se sastoji od tri koaksijalna cilindra Cy, Cy i Ci. Unutra$nji
cilindar Cy je nepokretan, a cilindri C, i Cy zajedno rotiraju istom ugaonom brzinom L2,
Poluprecnici cilindara C, i Cs iznose a i b respektivno; poluprecnik cilindra Cy se
vrlo malo razlikuje od a. DuZ zajednicke ose ovih cilindara stoji ¥ica Z zagrevana
elektriénim putem do temperature T, na kojoj je isparavanje metala iz nje znatno,
tako da se unutra¥njost cilindra Cy ispunjava atomima isparenog metala koji se pona-
Saju kao idealan gas temperature T,. Paralelan snop atoma izlazi i u prostor izmedu
C, i C3 u toku kratkih intervala vremena kad se uzduzni uski prorezi na omotatima
Cy i Cy poklope (na slici je prikazan upravoe takav trenutak). Ti atomi se taloZe na
unutrasnjem zidu Cs i, poSto ovaj cilindar rotira a svi atomi nemaju jednake brzine,
nataloZeni atomi obrazuju srazmerno Siroku traku. Pretpostavljajuci da vaZi Maksve-
lova formula (2.30), nadi ugao o. koji odgovara mestu maksimalne debljine nataloZenog
sloja.

Resenje

Najveéi broj atoma ¢e se nataloZiti na mestu koje je od tatke 4 naspram pro-
reza udaljeno za ugao =L ¥, gde je ¥ vreme potrebno atomu sa najverovatnijom
brzinom v* da prede rastojanje b—a. Dakle, moZemo pisati:

v * -1
m=nﬁ=9(m ),
b—a
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pri emu najverovatnija brzina atoma v, u prostoru izmedu cilindara C; i C3
o § 2 : 2kT
nije istovetna sa najverovatnijom brzinom vp—=4/—— atoma unutar Cj.
m

Da bismo nasli v, treba da ispitamo ka-
ko su rasporedeni atomi metala po brzinama u
prostoru izmedu rotirajucih cilindara. U tom cilju
odaberimo pravac koji prolazi kroz osu cilindra
i kroz prorez na C; za z-osu, i posmatrajmo
situaciju u trenutku kad su se oba proreza pok-
lopila, tj. kad atomi metala mogu izlaziti u pro-
stor izmedu C, i Ci;. Formula (2.84) daje broj
molekula, sa intenzitetom brzine izmedu v i v+dv
i pravcem kretanja koji sa ovako odabranom z-
osom zaklapa ugao izmedu 6 i 6+d6, koji u
jedinici vremena padaju na jedinicu povrSine
proreza. MnoZenjem tog izraza sa proizvodom
veli¢ine povriine proreza AS i vremena At u
toku koga molekuli mogu proci kroz oba proreza
dobijamo broj molekula koji uspevaju da izadu
iz oblasti unutar Cjy:

32 __r:;_v'?_
dn-Znn(z '"kj_) ¢ 23500 cos 6 dvdd (AS Ar).
TT

Integriranjem po svim uglovima od 0 do % dobijamo da su intenziteti brzina

molekula iza$lih iz C; rasporedeni po formuli:

2r

T ook
dn"srcn( ) e Y 3dy (ASAL). 2.91)

Osnovna razlika je u tome §to se pojavio faktor v3 umesto faktora v2 koji postoji u
raspodeli po brzinama unutar C;. Najverovatnija brzina se dobija nalaZenjem mak-
simuma ovog izraza i, kao §to je lako proveriti, iznosi:
3kT
v:l = TR |

m

tako da traZeni ugao ima vrednost:
m
o= Q(b — a) Js—kﬁ » (2.92)

u krajnjem rezultatu je za temperaturu stavijena zadana vrednost T,

2.33, Disk poluprecnika R krece se konstantnom brzinom u kroz idealan gas
temperature T. Gas se sastaji od molekula mase m i koncentracije n. Pravac kretanja
diska je normalan na njegovu ravan. Izracunati silu otpora kojom se gas suprotstavlja
kretanju diska, uzimajuéi da je masa diska znatno veéa od mase molekula gasa, tako
da se molekuli pri sudaru sa diskom elasticéno odbijaju bez promene intenziteta impulsa.
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Refenje
Neka je (slika 2.8) normala na disk uzeta za z-osu. Prema zadatku, brzina

kretanja diska je, onda, u=u e,. Podesno je iz laboratorijskog sistema, u kome gas
miruje a disk se krece, preci u sistem reference, u kome je disk u miru. Formulu
(2.30) treba za ovaj slu¢aj izmeniti na sledeéi nadin:

4

32— [yt (2]

dn—n( i ) g = dv,dv,dv,,
2nkT

(2.93)

jer srednja brzina molekula gasa u pokretnom

sistemu reference iznosi —u e; a ne nula. Broj L7777 77777777773
molekula po jedinici zapremine sa brzinama Sl 2.8.

izmedu v, i v;+dv,, bez obzira na vrednosti

ostalih dveju komponenata brzine, dobija se integracijom po irelevantnim veli-
&inama i iznosi:

12— (vzu)?
’=n( m A 5RT s
2nkT,

Sila, kojom ovi molekuli padajuéi sa gornje strane, deluju na disk dobija se kao u
zadatku 2.29. i data je izrazom:

dFy= —S:2mv, v, dn’
pa se za ukupnu silu sa gornje strane diska integracijom dobija:

0 m
m 1/2 —— (vr+up
Fy= —2mSn( ) fv,‘e i dy,.

2nkT

Integracija po v, vrii se od — co do nule, jer samo molekuli &ije z-komponente brzine v,
imaju vrednosti u tom intervalu padaju na disk s gornje strane. Sli¢nim rezonova-
njem sa za ukupnu silu kojom padajuci molekuli deluju na disk s donje strane nalazi:

+ o
Fd=+2mSn( " )m f S L T
2nkT

te rezultanta ovih sila iznosi:

0 ]
12 L U
F= —-ZmSn(——m—) fv,’ o dv,— | vie 2” ‘ dv.}.
2nkT
] L]

Radi olakSavanja daljeg izra¢unavanja, uvedimo oznaku:

“‘__"\fzm*'

6 Fizika
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gde je vy najverovatnija brzina Maksvelove raspodele, i u oba integrala uvedimo
smenu vz+u=vy, E. Nakon ovih transformacija nalazimo:

o 2mnSv,,, [f(g %)2 e~ dE — f(g a)?e "‘-’di]

_ ZmHSV [fgz e—8 dE faze BdE— 2af£e-£zdi+

a + oo

+2afge—5=d£+m=fe & gE — a&f -E’dg]

— oo o

u poslednjoj jednakosti integrandi su napisani u razvijenom obliku uz istovremeno
pregrupisavanje integrala. Pri raunanju prva dva integrala se moZe primeniti

parcijalna integracija:
fzze~&=dg= —-;—Ee‘5‘+fe‘5‘di,

dok je izradunavanje druga dva integrala elementarno. Tako se dobija:

F= _Z_m"ﬂtf";{[me—a +(a1+%)( fe-i‘di~]me‘9dﬁ)].

Preostali integrali se mogu dovesti u vezu sa eror-funkcijom, definisanom u zadatku
2.27. Zaista:

o ] o

fe-ﬁ‘danfe“lzd€+f e-izdg=%|/;+‘f e dE=

-0 — 0 0
=% Ve (14 @ (@));

-+ oo +oo

fe-€=da=5f e‘z’dﬁ_ﬁfe‘ﬁ’dﬁn%V-E—-je“z’di=-

1 e
=—V)=w[l -0 (a)].
21/[1 (@)]

Pri dobijanju ovih jednakosti bilo je uzeto u obzir da je:

o + o 4=

fe‘izdgcfe‘,ﬁ’dﬁ=—;—fe‘5’d£=-—;—|/r_r.

— o 0 . -—u0
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Prema tome, izraz za silu postaje:

2mn Sy,?

__2m [m e 1V (a2+-;—)(b(°'-)]- (2.94)

Ve

§to i predstavlja traZeni rezultat. Citaocu se ostavlja da, kao samostalnu vezbu,
razmotri slucajeve vrlo malih i vrlo velikih brzina kretanja diska kroz gas («<<1 i
o3>1 respektivno) i da pokaZe da je u prvom sluéaju otporna sila proporcionalna
prvom stepenu brzine u, a u drugom slu€aju proporcionalna kvadratu ove veli€ine.

2.34. Monomolekularni film neke hidrofobne supstance obrazovan na povr§ini
vode ponasa se kao idealan dvodimenzionalan gas. Nadi raspodelu njegovih molekula
po brzinama i po energijama i na osnovu ovoga izracunati najverovatniju brzinu i
najverovatniju energiju, kao i relativne fluktuacije brzine i energije.

Refenje

Ponavljajué¢i probabilisticko rezonovanje navedeno pri izvodenju jednadine
(2.30), samo u dvodimenzionalnom slu¢aju koji nas ovde interesuje, zaklju¢ujemo
da funkcija raspodele molekula yo brzinama mora biti oblika:

m
f(vx. vy) =dAe 2iT (vx2+v_,,2)’

oo
gde je A konstanta koju ¢emo odrediti iz uslova fffdvxdv,,=n, a n je broj

molekula po jedinici porSine. Nije tefko proveriti 8:: rezultat glasi:

(2.95)

m ) ‘%.("x=+ ¥y?)
27kT, '

Predemo li jo§ u polarne koordinate u brzinskom prostoru (v,=v cos ¢, v,=vsin g,
dv, dv,=vdvd ¢) i prointegriramo po uglovima, dobijamo broj molekula po jedinici
povriine koji imaju intenzitet brzine izmedu v i v4-dv:

fGav)=n (

dn=2x n(2 ’”kT) e ¥y ay (2.96)
™

Na osnovu ovog rezultata nalazimo najverovatniju brzinu iz uslova:

d (dn m Ly my? kT
=)= I P77 ol I DR P z = el (2.97)
dv(dv) 2“”(21:1(7‘)" (I kT) 0, 4. vm \/ m’

a isto tako i srednju brzinu i srednji kvadrat brzine:

® 2

_:fvén;-xlrc(—ﬂ—) [vze T gy~ -EE, (2.98)
n 2nkT, -2 m
0 0

;-‘2=fv=i*-’_‘=zn( i )fvse“fﬁdv=5’£, (2.99)
0

'
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tako da se za relativnu fluktuaciju brzine dobija:

\/ﬁzﬁﬁ_\/m
= ==

——"~0,52. (2.100)

o 2¢ ; = u
Stavljajuéi u (2.96) v———\/ —5, gde je e energija jednog posmatranog mole-
kula, dobiéemo:

E
b= P g @.101)
kT

§to predstavlja dvodimenzionalni analogon jednadine (2.85) iz zadatka 2.30. Ova
funkcija nema maksimum, te se ne moZe govoriti o najverovatnijoj energiji. Srednja
energija i srednji kvadrat energije su:

Emfsﬂ"‘i=—1fse‘ﬁda=kr, @.102)
n kT
(1] (1]
a2 [ade =Lfeze—ﬁdz=2(k'f)z (2.103)
p n kTD

tako da se za relativnu fluktuaciju energije nalazi:

V@eyp Ve yawryp—gay _

£ € kT

1. (2.104)

2.35. Za monomolekularni film obrazovan od hidrofobnih molekula, koji se
kreéu po povrini vode kao dvodimenzionalan gas razmotren u prethodnom zadatku,
nadi broj udara molekula na jedinicu granicne linije u jedinici vremena i »pritisak«
koji potice od ovih udara.

Refenje

Rezonovanje je analogno onome u zadatku 2.28. Usmerimo x-osu normalno
na graniénu liniju i orijenti¥&imo je u unutra¥njost gasa. Posmatrajmo molekule sa
komponentom brzine izmedu vy i vz+dvs, bez obzira na vrednost druge kompo-
nente. Njihov broj po jedinici povriine se dobija integracijom jednacine (2.95)

po vy, i iznosi:
2

P

U jedinici vremena do grani¢ne linije dospevaju svi oni molekuli koji se nalaze u
paralelogramu osnove jednake jedinici i visine vz:

2
mv

12 e -
d'\a‘=}'xdﬂ'=-——n( m ) Vee Zkrdpx_ (].105}
27kT
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Ukupan broj udara molekula o jedinicu grani¢ne linije u jedinici vremena naéi éemo
integracijom:
2

o my.

1j2 -% _

v=n( e ) fvxe L dv,,:-—l nv. (2.106)
2nkT T

Svaki od molekula datih jedna€inom (2.105) prilikom sudara sa grani¢nom linijom

predaje ovoj impuls 2 m vy (pod pretpostavkom da je taj sudar elastian), tako da
se za pritisak nalazi:

2
oo (-]
i

112 S
p——-f 2mv,,du=2mn( i fv,se 2T gy _wkT,  (2.107)
27kT
0 0

dakle rezultat analogan onome u trodimenzionalnom sluaju (treba, medutim, imati
na umu da ovde r znadi broj molekula po jedinici povrsine, a ne po jedinici za-
premine).

2.36. Nadi broj parova molekula po jedinici zapremine idealnog gasa sa Maks-
velovom raspodelom (2.30), kod kojih se brzinarelativn o g kretanja nalazi izmedu
zadanih vrednosti vy i ve+dvy i na osnovu ovoga naci najverovatniju brzinu relativnog
kretanja kao i relativau fluktuaciju ove brzine. Izracunati takode broj parova molekula
sa energijom relativnog kretanja izmedu ey i ey+d e, te utvrditi kolika je naj-
verovatnija energija i relativna fluktuacija energije relativnog kretanja.

Refenje

Relacija dn==f (vz, vy, vz) dvs dvy dv; daje broj molekula po jedinici zapremine
sa brzinama &ije komponente leZe izmedu vz i va+dvz, vy i vyt-dvy, vz i v-dv,.
Deljenjem sa ukupnim brojem molekula u jedinici zapremine odatle bismo dobili
verovatnoéu da jedan molekul u gasu ima brzinu sa navedenim komponentama.

Dakle, verovatnoéa da jedan molekul gasa ima brzinu oko -1_;1 iznosi:

11
dp -——{ m AW eb%fdﬂ’
Y\ 2nkT, o

gde je da':; skracena oznaka za dvyz dvyy dvye. Sli¢no tome, verovatnota da jedan

—
molekul ima brzinu oko vs je:

m \32 _m - B
de(——) ¢ IRT g3y,
2nkT
Verovatno¢a da uoleni molekuli istovremeno imaju navedene brzine ¢e biti data
proizvodom gornjih verovatnoca, jer u idealnom gasu brzina jednog molekula je
potpuno nezavisna od brzine ostalih. Dakle:

3 —m—— > —
sz(-—m——) e KT dy dy, (2.108)
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Podesno je napisani izraz transformisati uvodenjem relativne brzine uofenog para

— -
molekula v, i brzine njihovog centra masa u; ove velifine su definisane kao:

- > = - ] = =

Vo=V,—V,, tu=-—(v+v,);
2

Vl=“+ Vs, ¥y u—-z—v,

Lako se moZe pokazati da je:

OV, 25 Vivs Vigy Vors Vous V.
d”vld’vz s Viys Vies Vo Vays V) d’v d’u d’v d3u,
W Wiy s Wi M Wl )

er se direktnim izrafunavanjem moZe proveriti da je vrednost napisanog jakobijana
ednaka jedinici. Isto tako se direktno nalazi:

" " — ] = 2 - ] = 2 1 "
L o =(u+—v,) +(u—~—v,) =2ut+—v4
2 2 2
tako da se relacija (2.108) prepisuje kao:

3 2H3+ vr? O
dP:(%_) i (4777 Py, du. (2.109)
ki

Ovo je verovatnoca da jedan par molekula ima brzinu relativnog kretanja izmedu

—> = -_— —-— e . '-'b" - i . - .

vy i ¥p}-dvy, a brzinu centra masa izmedu u i u4-du. Nas interesuje samo verovatnoca
da jedan par molekula ima relativnu brzinu u uodenom diferencijalnom intervalu,
bez obzira na brzinu centra masa. Prointegrira¢emo, dakle, gornji izraz po svim

brzinama i tako dobiti (integrali koji se pojavljuju su Poasonovi):

4 kT

Odavde moZemo dalje naci i verovatnocu da intenzitet relativne brzine para mole-
kula bude izmedu vy i vp+dyr. U tom cilju treba preci u sferne koordinate (tj. staviti

m i _mvr’ —
dP’=( ) ¢ T Py, (2.110)

Vez=Vr sin 0 cOs @, vey=v,sin0sing, v=v,cos0, o3 ;: dv,, dv,, dvpz=v,/2 sin O
dv, d 0 d ) i prointegrirati po uglovima koji ovde predstavljaju irelevantne promen-
ljive. Tako se dobija, kako je lako proveriti:

z
mvr

m \NE
dW=4n(-—-) o T2 @.111)

4nkT

Poito je broj parova molekula u jedinici zapremine n(n—1)an2, ako je n broj
molekula po jedinici zapremine, mnoZenjem gornje verovatnoce sa n2 dobi¢emo
traZeni broj parova molekula. Eksplicitan rezultat za ovu veliinu éemo izostataviti.
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Iz (2.111) lako nalazimo najverovatniju brzinu relativnog kretanja, na

W -
osnovu uslova —d— (d )== 0. Rezultat je:
dv,\ dv,

Odm=V2 v, (2.112)
Takode moZemo neposredno naci srednju brzinu i srednji kvadrat brzine:

w=[ v aw=Vz7,
(1]

V2= fv,z dw =22,
0

tako da za relativnu fluktuaciju brzine nalazimo:

\/(Av,)z \{sz-sz \{iﬂ“
v, V2 v v

8to je istovetno sa relativnom fluktuacijom brzine jednog molekula gasa, nadenom u
zadatku 2.30.

~0,42, (2.113)

Energija relativnog kretanja idealncg gasa iznosi s,.=——;- wy? gde je

p.=—;—m redukovana masa posmatranog para molekula. Stavimo 1i u (2.111)

4,
vV, = = i dy,= dobijamo verovatnofu da jedan par molekula ima

WW

energ’ju relatlvnog kretanja izmedu ¢, i €, de,:

2 . -
dW¢=WC kTVE,dEr. (2.1[4)

Ovo je istovetno sa verovatnotom koja proizlazi iz jednagine (2.85) u zadatku 2.30
za jedan molekul idealnog gasa, tako da se za relativnu fluktuaciju energije relativ-
nog kretanja dobija ponovo 0,82.

2.37. Nali srednje vreme slobodnog kretanja i srednju duZinu slobodnog puta
za molekule idealnog gasa sa Maksvelovom raspodelom po brzinama. Pri ovom mole-
kule smatrati kao idealno krute sfere poluprecnika a.

ReSenje

Trazene veliine su u vezi sa tzv. kolizionom frekvencijom, tj. brojem sudara
koje pretrpi u jedinici vremena jedan uoCeni molekul. Posmatrajmo najpre onu
grupu molekula u gasu, u odnosu na koje se uodeni molekul kre¢e brzinom vy
Radi jednostavnosti, mozemo pretpostaviti da svi molekuli ove grupe miruju i
predstavljaju materijalne tatke, dok se uoteni molekul kre¢e brzinom vy i ima po-
lupretnik 2 a (naime, 2 a je najmanje rastojanje nz koje krute sfere polupreémka
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a mogu da se medusobno pribliZe). U jedinici vremena taj molekul prede rastojenje
vr i »zakadi« pri tom sve molekule posmatrane grupe koji se nalaze u cilindru zapre-
mine (2 a)2 7 . Dakle:

dv=2ayl v, -ndW=

)3{2 mvp2

m st
=4n?n(2ap (4 7 ¢ 4kT y 3 dy,
™

predstavlja, u skladu sa jednatinom (2.111) iz prethodnog zadatka, broj sudara koje
pretrpi posmatrani molekul sa onim molekulima gasa u odnosu na koje se on krece
brzinom v,. Integracijom po svim brzinama relativnog kretanja odavde dobijamo

™h

Velitina o=m (2 @)2 se zove poprecni presek za elasticno rasejanje (u slucaju idealno

krutih sfera); to je povrdina zamisljenog kruga opisanog oko centra uofenog molekula

i karakteristitnog za njegovu interakciju sa drugim molekulima, jer kad god tra-

jektorija centra nekog drugog molekula presete ovaj krug dolazi do sudara. Uvodeci

srednju brzinu relativnog kretanja nadenu u prethodnom zadatku, hr=2 =
16 kT

iV moZemo za kolizionu frekvenciju pisati:
k11

v=nav,. (2.116)

Srednje vreme slobodnog kretanja je, onda, --:=l a srednja duZina slobodnog
v

puta se dobija po formuli:
A= }TT = v_. = —__l— .
nev, V2neo

(2.117)

Treba zapaziti da se srednja duZina slobodnog puta (Cesto se kaZe i »srednja slobodna
putanja«) izratunava kao v 7 a ne vr 7, jer se uoteni molekul krece kroz gas, izmedu
dva sudara, srednjom brzinom v.

2.38. Posmatrati ogledalo (ije su razmere manje od srednje dufine slobodnog
puta molekula gasa u kome ogledalo visi na tankoj elasti¢noj Zici. Gas je po pretpostavci
idealan i ima odredenu temperaturu T i pritisak p, a ogledalo se obrée oko Zice na
kojoj visi konstantnom ugaonom brzinom . Pokazati da usled sudara sa molekulima
gasa na ogledalo deluje moment sila intenziteta— w, pri demu je koeficijent trenja
{ odreden izrazom:

_2m¥p1

¢ ckT °

u kome je I moment inercije ogledala, ¢ masa jedinice njegove povriine, m je masa
molekula gasa i v je srednja brzina njihovog termalnog kretanja. Ugaona brzina obr-
tanja ogledala je dovoljno mala tako da nijedna tacka ogledala nema linearnu brzinu
vecu od najverovatnije brzine molekula.
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Refenje

Istaknimo najpre da kad bi ogledalo imalo razmere vece od srednje duZine
slobodnog puta molekula gasa, onda bi njegovo obrtanje izazvalo makroskopsko
kretanje (proticanje) gasa, §to bi moralo biti uzeto u obzir. Pod uslovima zadatka,
medutim, ogledalo ne remeti Maksvelovu raspodelu (2.30) molekula po brzinama.
Neka je dS jedan element povriine ogledala (slika 2.9) i neka je p njegovo ra-
stojanje od ose obrtanja ogledala. To znaci

da se taj element povrSine kreée brzinom X
o p koja je normalna na osu rotacije; taj (‘)
pravac uzmimo za z-osu. Rezonujuci kao

u zadacima 2.28 i 2.33, nalazimo da je broj
molekula koji u jedinici vremena padnu na
dS i imaju brzine izmedu v; 1 vz+dv, dat
Zrazom:

)lf! vy

TR
k7] € (vy— o p)dv,dS,

analognim jednafini (2.83). Svaki od ovih
molekula predaju ogledalu impuls —2m
(ve—w p); pretpostavljamo da je masa
ogledala znatno ve¢a od mase molekula,
usled Cega se intenzitet brzine molekula
pri sudaru sa ogledalom ne menja. Mo-
ment impulsa koji usled ovoga prima ogle-
dalo je, dakle:

m
dv'-=n(

)l,'!. vy

m B il 2
dM =2 mn (+—~— e 2T (y,—wp)? pdv,dS.

2nkT

Da bismo na osnovu ovoga rezultata nasli ukupni moment impulsa koji deluje na
ogledalo, prointegriratemo po celoj povriini ogledala S i po svim brzinama v.
Pri tom treba imati na umu da molekuli za koje je vy izmedu 4+ i p (ovo je
brzina kretanja samog elementa povriine ogledala dS), saopstavaju ogledalu
moment impulsa u pravceu pozitivne z-ose, a molekuli sa brzinama v, izmedu
wp i —oco u praveu negativne. Totalni moment impulsa u praveu pozitivne z-ose
(smeru ose rotacije ogledala) ¢e biti:

L5

m \'2 Y iy Ha_i’!“’x
M,=~—2nm(2—n~k—f,) fpdS[fe 2*T(v,—-mp)2dvx—-fe 2""3"(v,,r~t:)p)2dl»{,:].
s

—y wp

Integracija po v, je analogna onoj u zadatku 2.33. Uvedemo li i ovde

. i 2 2kT\12 | ) . .
najverovatniju brzinu v, = (——-—) i bezdimenzionalne veliCine Ezf’i, G- .
m Ve v,

m
gornji izraz moZemo prepisati kao;
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2mny
My=—-—"2"_ | odS| | e® 2d BE— )2 dE |=
: Ve Sfp [f E—a)y’dE— fe ) E]

_ 2mnv,,, 2 Ym [ o a]
J ds[ue + r( o+ — )@()

Poslednji rezultat je napisan direktno, na osnovu jedna&ine (2.94). Posto je prema
zadatku ugaona brzina dovoljno mala, tako da vaZi uslov u<<1, $to ima za posledicu
D (W)~0 i wePava, izraz za M, postaje aprcksimativno:

Mzﬁu—zmﬂvm wpdS= —mny — | cp?dS
Vr

u poslednjem izrazu je uzeto u obzir da je %—— —v i uvedena je povrSinska gustina
™

ogledala o da bi integral postao jednak momentu inercije. Ovde je potrebno jos isko-
ristiti relaciju p=n k T da bi se dobio rezultat koji trazi zadatak.

2.39. Raspodela elektrona po impulsima moZe u jonizovanom gasu znatno odstu-
pati od Maksvelove, i pod odredenim eksperimentalnim uslovima dobija oblik.
1
f(p, ?, p)=Ae rd (Px’+ﬂy’+ﬂ;3}2’
gde fe p, neki karakteristi¢ni impuls za datu raspodelu, a A je faktor koji treba odrediti
]

iz uslova normiranja f f f f(x,py, p.)dpsdp,dp,=n (n je broj elektrona po jedi-

-0
nici zapremine ). Naci za ovu raspodelu broj udara elektrona po jedinici granicne povriine
u jedinici vremena i elektronski pritisak, tretirajuéi elcktrone kao nerelativisticke i
neinteragujuce Cestice. Rezultate je najpodesnije izraziti pomocéu Ojlerove gama-
~funkcije:

Tx+1)=[e*r=dr.
o

Resenje

Nadimo najpre faktor normiranja A. Prelaskom u sferne koordinate pri
integraciji po impulsima (raspodela estica po impulsima je ofevidno ekvivalentna
do sada razmatranim sluéajcvima raspodele po brzinama) dobijamo:

= il
n—‘fffA (p't*P}“’)zdxdpyd,:‘in'Afpzt’_'_"‘adp-
o

Pomotu smene p=p, Y4 dobijamo dalje:

H=4?1:Ap3fe’5-ﬁ"z-% 5-314JE=EAP‘3}I e‘EE"”“d'c',z‘l:Api‘F(-i—),

(]
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tako da se za normalizacioni faktor nalazi:

o,

np“r(:;)

Prema tome, broj elektrona u jedinici zapremine posmatrane sredine sa kompc-
nentama impulsa izmedu pz i pz+dpz, py i py+dpy, pz i p-+dp: bice:

. _»
dn=————e n'dp.dp,dp,, (2.118)

wwr (3

a ako predemo u sferne koordinate i prointegriramo po ¢ dobi¢emo broj elektrona
po jedinici zapremine sa intenzitetom impulsa izmedu p i p-+dp i pravcem kretanja
odredenim uglovima izmedu 6 i 6446 u odnosu na neki fiksiran pravac uzet za
z-osu (na primer, u odnosu na normalu na grani¢nu povriinu). Pozivaju¢i se na
sliku 2.5. i rezonujuéi kao u zadacima 2.28. i 2.29. dobijamo ukupan broj udara
elektrona u jedinici vremena i po jedinici granine povrSine:

o wf2
v=——— [erc(vcosﬁ) (e W'pZSlanpdﬁ), (2.119)

()

i impuls koji oni saopstavaju grani€noj povrsini (pritisak):
w T2

P—————-fer(vmsﬁ)(chosﬁ)(e 7o' p2sin0dp d0). (2.120)

=T (3)?

Da bi se integracija mogla dovrSiti, treba iskoristiti vezu izmedu impulsa i brzine.
Prema zadatku, elektroni se mogu smatrati kao nerelativisti¢ke Cestice, tako da se
moZe staviti p=mv, nakon ega se iz gornjih relacija dobija:

/2

v=——2n—3— fsmﬁcosadﬁfp’e Pt dp———np—“.s—,
mpgr(j);, 4mr(T)
/2 5
- f ] p?r(T)
== 2 ‘ - . o1
#ibps F(——) cos Bsdepr e P dp g (3 5
4 T 4-)

Citaocu se ostavlja za samostalnu vezbu da razmotri kako ée se nadeni rezultati
izmeniti ako, pri istoj funkciji raspodele, elektroni nisu nerelativistitke ve¢ relati-

visticke Cestice tako da za vezu izmedu brzine i impulsa treba uzeti ne s
m
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vet v=—eu b

Vm? p’
turi poznata kao Drojvestejnova raspodela (Druyvestein).

. Funkcija raspodele razmatrana u ovom zadatku je u litera-

2.40. Da li je odnos izmedu srednjeg i najverovatnijeg impulsa nerelativistickih
elektrona razmotrenih u prethodnom zadatku veéi ili manji od odgovarajuteg odnosa
u slu¢aju Maksvelove raspodele?

Refenje

U sludaju Maksvelove raspodele srednji i najverovatniji impuls su dati poz-

natim izrazom:
p=mv= !—f—mk? s DPm=mv,=)2mkT,

tako da traZeni odnos ima numeri¢ku vrednost:

(ﬁ_’:,) EETWI 13.

Za raspodelu iz prethodnog zadatka, na osnovu relacije (2.118) moZemo pisati,
prelaskom u sferne koordinate i integracijom po uglovima:

o4

As e ~* p2dp.

3
3 {

Najverovatniji impuls nalazimo iz uslova % (g)-——ﬂ, koji daje:

dn=

pm V--po’

dok srednji impuls dobijamo izratunavanjem integrala:

oo

— [ dn 4 5
p= [ 17— [ Pe M=t
s " oar(y) r(7)

[

Odnos ovih velidina je:

(p) = VZ ~ 0,97,

"

§to znali da je kod Drojvestejnove raspodele posmatrani odnos manji.



3. FAZNI PROSTOR

Makroskopski sistem koji se sastoji od NV festica u dinamitkom pogledu se
najiscrpnije opisuje skupom svojih generalisanih koordinata ¢; i njima konjugovanih
generalisanih impulsa p;. Radi odredenosti, uzetemo da su posmatrane Cestice
slobodne, tako da indeks i/ uzima vrednost od 1 do 3 N. Generalisane koordinate i
generalisani impulsi su funkcije vremena i pofetnih uslova:

qi=QJ(t! Q?s ‘33, cery qu’ p‘l}s Pgl sen ,pgn,’ 3

Pi'=pl(t' q‘i'O qg‘\' “aay qu: p‘il) Pg- “ie :PgNL

i odreduju se, bar u principu, integracijom Hamiltonovih jednafina, koje imaju
oblik:

(3.1)

. OH :
a=2Z, p=-24 (¢2)
op; 2¢,
Prema terminologiji teorijske mehanike kaZe se da skup funkcija (3.1) odreduje
dinamicko stanje posmatranog sistema, dok je u statisti¢koj fizici uobicajeniji naziv
mikroskopsko stanje (krace, mikrostanje). Apstraktni 6 N-dimenzionalni prostor
&ije su koordinate g¢ i p; i u kome je uvedena Euklidova metrika:

N N
ds?= % dg?+ Y dp?, (3.3)
i=1 i=1

zovemo fazni prostor. DinamiCko stanje sistema se u ovom prostoru moZe prikazati
u svakom trenutku vremena tzv, faznom tackom sa koordinatama M (g, g2, .. -,
qsns P> P2y + -+ » Pyy)- Koordinate ove tatke se menjaju sa vremenom, u skladu sa
jednatinama (3.1), tj. fazna tatka opisuje jednu 6 N-dimenzionalnu liniju, faznu
trajektoriju.

Ukoliko je broj &estica N u posmatranom sistemu veliki (a to je redovno
slu¢aj kod fizitkih sistema od interesa u statistickoj fizici), tacan oblik funkcija (3.1)
nije poznat. To je dobrim delom uslovljeno tehnikom nemoguéno$éu reSavanja
sistema (3.2) koji se u tom slu€aju sastoji od ogromnog broja simultanih diferencijal-
nih jednalina. No, tafan oblik refenja i nije od veceg interesa, jer je u principu
nemoguée poznavati poCetne uslove za svaku Cesticu ponaosob. Usled toga se u
statistitkoj fizici usvaja drukéiji prilaz. Posmatraju se skupovi identi¢nih fizickih
sistema, koji se medusobno razlikuju samo po pocetnim uslovima d&estica, tzv.
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ansambli fizi¢kih sistema, pa se makroskopske veliCine karakteristine za sistem izra-
tunavaju usrednjavanjem odgovarajucih mikroskopskih veli¢ina po ansamblu.
Da bi se ovo usrednjavanje moglo efektivno izvrsiit, posmatranom ansamblu fizi¢kih
sistema se pridruZuje skup njihovih faznih taCaka, tzv. fazni ansambl, nakon ega
se sva izraCunavanja vrSe na ovom faznom ansamblu.

U toku vremena fazni ansambl se krefe kroz fazni prostor, jer se svaka fazna
tatka pomera duz svoje fazne trajektorije. Fazne trajektorije se ne mogu sedi, jer
klasi¢ni princip kauzalnosti zahteva da je vremenska evolucija sistema jednozna&no
odredena pocetnim uslovima, a ovi su za svaki sistem koji pripada datom ansamblu
razli¢iti. Ovo kretanje faznih tadaka ispoljava izvesnu analogiju sa kretanjem mole-
kula fluida, zbog ega se slikovito govori o »faznom fluidu« posmatranog ansambla
i koriste se hidrodinami¢ki pojmovi i termini. Pri uspostavljanju ove hidrodinamicke
analogije, pojmu molekula kod fluida odgovara pojam elementarne fazne éelije u
faznom fluidu. Pod ovim podrazumevamo toliko malu zapreminu faznog prostora,
da geometrijske taCke unutar nje odgovaraju mikrostanjima koja se ne mogu medu-
sobno razlikovati. Dopustanje da se mikrostanja prikazana razli¢itim tatkama u
faznom prostoru u nekim slu¢ajevima ne mogu razlikovati nije svojstvena klasi¢noj
mehanici, ali se uvodenje elementarne fazne ¢elije pckazalo kao neophodno, i to
ne samo radi uspostavljanja hidrodinamitke analogije, o kojoj je ovde ret, vec i iz

leko dubljih razloga, na primer, radi dobijanja korektnog izraza za entropiju.
Medutim, ako imamo u vidu kvantnomehanitke Hajzenbergove relacije necdrede-
nosti, postojanje elementarne fazne éelije postaje sasvim ofevidno, i njena veli¢ina
je A1o=h3N, gde je h Plankova konstanta (Planck).

Po analogiji sa hidrodinamikom, uvef¢emo faznu gustinu. To je broj elemen-
tarnih faznih ¢elija u jedinici zapremine faznog prostora u neposrednoj ckolini tatke
MG,y Gy -+« 5 Qs> Pys Pos + + - 5 Pyp) U trenutku . Faznu gustinu ¢emo obelezavati
sa D (gi, pi, 1), podrazumevajuéi pod (g, pi) skup svih generalisanih kcordinata i

impulsa. MoZemo uvesti i brzinu proticanja faznog fluida, V—(ql, G2s e s t}, N»

e Dayiisios p3 ~). Uslov konstantnosti broja faznih tataka ansambla u toku
vremena se onda moZe izraziti pomocu jednadine kontinuiteta:

oD 3NT o
L —— (D +_ D 3.4
ot A [a @ ( %) ( P:)] (3.9

koja, zbog Hamiltonovih jedna¢ina (3.2), ima za posledicu tzv. Liuvilovu jednacinu
(Liouville):

oD 3N gD . 3N gD
g+ S —— py=0. (3.5)
o gl 0q; ‘ Zl ap; !

Ova jednadina ima viSe razli€itih interpretacija i posledica. U udZbenicima statisti¢ke
fizike se obi¢no u prvi plan isti€e konstantnost fazne gustine u svim tackama jedne
iste fazne trajektorije, tj. invarijantnost u vremenu fazne zapremine koju zauzi-
maju uofene fazne tacke (Liuvilova teorema). U analogiji sa hidredinamikem,
moZemo rec¢i da se, dakle, fazni fluid pona$a kao nestisljiv.

Celishodno je u faznom prostoru uvesti i faznu gustinu verovatnoée w (gi, pi, t).
Kao i svaka gustina verovatnoce (vidi poglavlje 1), ona se definife tako da wd t
bude verovatnoéa da pri slu¢ajnom izboru jednog sistema iz ansambla fizi¢kih siste-
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ma u trenutku ¢ odaberemo sistem &ija se fazna tatka nalazi u elementu fazne za-

premine dt=dg, dq,...dq,y dpy ... dp,y u okolini fazne tatke M (qy,...,

Ga'ns Prs -+ - » Pay)- Fazna gustina D (gi, pi, 1) i fazna gustina verovatnoée w (gi, ps, 1)

su otevidno proporcionalne veli¢ine, i konstanta proporcionalnosti se moZe naci

iz uslova [ wdx=1 koji mora zadovoljavati svaka matemati¢ka verovatnoéa (inte-
G

gracija se vrsi po celom faznom prostoru G). To znati da se i za w (g, py, t) moZe
napisati jednadina oblika (3.5):.

dw N ow - 3N 9w .
— g+ —p,-=0. (3.6)
ot 21 9g; : r=1 ap;

Iskoristimo li Hamiltonove jednaCine (3.2) i uvedemo Poasonove zagrade, ima-
¢emo konciznije:

ow
2w, H]=0, ;
at+{w H] 3.7

gde je H=H (gi, ps, t) Hamiltonova funkcija (hamiltonijan) fizi¢kog sistema &iji
se ansambl posmatra. U literaturi se jednadine (3.6) i (3.7) za faznu gustinu verovat-
noée takode obino zovu Liuvilove jedna&ine (ponekad i Liuvil-Bogoljubovljeve).

Opravdanost uvodenja pojma fazne gustine verovatnoée je u tome S§to se
pomocu nje mogu izralunavati srednje vrednosti po ansamblu bilo koje mikroskop-
ske velicine F (gi, p1, 1):

E(t)= [ F(q,pi» )W (@, pr» 1) dr, (3.8)
G

kao i pripadajuée srednje kvadratne fluktuacije:

BFp=F-Fp=F-F. (3.9)
Prema Cebisevljevoj teoremi, koja se dokazuje u matematitkoj statistici, verovatnoéa
da odstupanje slu¥ajne velitine F od srednje vrednosti F bude po apsolutnoj vrednosti
vece od nekog unapred odabranog broja e>0 (ovo se simbolitki oznaava kao
W{| F—F|>¢}), zadovoljava uslov:

(ﬂ-F)

W{|F-F|>e}< % (3.10)

Prema tome, kod faznih ansambla sa malom srcdnjom kvadratnom fluktuacijom,
vrednost velifine F' izmerena u konkretnom cksperimentu ¢e verovatno samo
malo odstupati od srednje vrednosti F. Svi sistemi od interesa u statistiCkoj fizici
upravo imaju osobinu da im je srednja kvadratna fluktuacija vrlo mala (obiéno
obrnuto proporcionalna broju Cestica N prisutnih u sistemu), §to znadi da je krajnje
malo verovatno da se u eksperimentu izmeri vrednost razli¢ita od F.

Od poscbnog interesa za primene su fazni ansambli koji prikazuju termodi-
namicki ravnotezne sisteme. Kao §to je ve¢ istaknuto u prethodnom poglavlju,
odnos jednog takvog fizitkog sistema i okoline moZe se okarakterisati izvesnim

brojem spoljnih parametara; oznati¢emo sa as skup svih takvih parametara. Uko-
liko sistem nije u termodinamitkej ravnoteZi, njegov hamiltonijan neée zavisiti
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samo od trenutnih vrednosti ovih parametara, ve¢ i od nacina njihovog menjanja,
tj. bi¢e oblika H=H (qi, pi, t, @s, ds, ds, . ..). Da bismo stanje sistema okarakteri-
sali kao termodinami€ki ravnotezno, s jedne strane mora biti ds~~ 0, ds=~0, . . . (pro-

cesi kvazistacionarni) i ‘L—Hco, %}E=O (stanje sistema stacionarno), a s druge
t t

~0, (] A0, ... (hamiltonijan sistema
od, a,

slabo zavisi od nafina izmene spoljnih parametara). Pod tim uslovima, hamil-
tonijan sistem je oblika H=H (g, pi, as), tj. zavisi samo od trenutnih vrednosti
spoljnih parametara i ne zavisi eksplicitno od vremena, a jednagina (3.7) se svodi na:

[w, H]=0, (G.11)

$to znadi da ce fazna gustina verovatnocée kod termodinamicki ravnoteZnih sistema
biti integral kretanja. To je, razume se, i hamiltonijan, odnosno energija sistema za
svaki konkretni sistem koji ulazi u sastav posmatranog ansambla.

U ovakvim sluCajevima je podesno uvesti pojam energetske hiperpovr§i u
faznom prostoru. To je geometrijsko mesto faznih tadaka koje reprezentuju fizicke
sisteme sa razliitim polozajima i impulsima pojedinih Cestica ali sa istom totalnom
energijom E. Za svaku konkretnu vrednost E=F*, jednalina:

. core s . 0H
strane takode moraju vaZziti i uslovi

=

H (g, pi» a)=E* (3.12)

daje jednu takvu hiperpovrs. Dve hiperpovrsi iz iste familije se, ofevidno, ne mogu
se¢i ili vopSte imati zajedniCkih taCaka. U vecini slufajeva encrgetske hiperpovrsi
su zatvorene. U takvim slufajevima se moZe uvesti veli¢ina zapremine I' (E*, as)
faznog prostora ogranidena energetskom hiperpovrdi kojoj odgovara konkretna
vrednost energije £*, kao i veli¢ina povr§ine te povrsi Q (E*, a5). Imamo:

or
I (E*, a)= dx, Q(E* a)= *) , (3.13)
A o).

gde indeks [a] i ovde oznadava da svi spoljni parametri ostaju nepromenjeni u toku
diferenciranja. Prva od napisanih jednafina ima olevidan smisao, dok se druga
dobija, ako se uoti da je, pri nepromenjenim spoljnim parametrima, moguée na-
pisati na osnovu Tejlorove formule:

oI’
[ (E*+AE, a)-T (E*, a, =( ) AE,
( ) —I'( ) 2E

i da, pri malom A E, ovo predstavlja zapreminu vrlo tanke ljuske debljine AE
izmedu dveju bliskih energetskih hiperpovrsi.

Kao §to je ve¢ pomenuto, iz jednacine (3.11) proizlazi da su kod sistema u
termodinamickoj ravnoteZi i w (q¢, pi,) i H (qi, pi, as) integrali kretanja. Od poseb-
nog interesa su sistemi kod kojih je fazna gustina verovatnoce funkcija samo hamil-
tonijana:

W (qi> Pis a)=S[H (gi, P1» @)1, (3.14)
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i koji se nazivaju ergodicki sistemi. Konkretan oblik napisane funkcionalne zavisnosti
odreden je dopunskim uslovima i nije uvek isti. Kod ergodickih sistema svaka
fazna taCka se kre¢e po pripadajucoj energetskoj hiperpovrsi, te se pri nalaZenju
srednje vrednosti prema formuli (3.8) moZemo ograniditi na integraciju po ovoj
hiperpovrsi. Pri tom za ergodicke sisteme ovako nadena srednja vrednost se poklapa
sa vremenskom srednjom vrednof$¢éu duZ fazne trajektorije jedne uotene fazne
tacke:

c

F=lim 1 [ F(aypp 1) dt.
c=»00 O »
0

Osnovu statisticke fizike termodinamicki ravnoteZnih sistema éini pretpostavka da
su svi realni fizi¢ki sistemi u termodinamié¢koj ravnoteZi ergodicki.

Konkretan oblik funkcije u jedna&ini (3.14) zavisi, kao §to éemo u narednim
poglavljima detaljnije videti, od fizickih uslova pod kojima se nalazi posmatrani
ansambl. Ovo izlaganje ¢emo zavrSiti navodenjem dvaju najcesScée korid€enih tipova
ovih uslova. U jednom slucaju radi se o adijabatskim sistemima &ija energija ima uvek
konstantnu vrednost. Ovakav sistem bi morao biti apsolutne izolovan od svoje
okoline tako da ne dode ni do najmanje izmene energije. To, razume se, nije moguce
ni za jedan realan fizi¢ki sistem, tako da adijabatski sistemi predstavljaju samo
jednu korisnu idealizaciju. U drugom sluCaju, posmatrani sistem se tretira kao
deo drugog, mnogo vedeg sistema i sa njime moZe slobodno da izmenjuje energiju
usled ¢ega ima konstantnu i uniformnu temperaturu, To su tzv. izotermni sistemi,
i takode predstavljaju samo jednu idealizaciju. Krajnji rezultati ne zavise od toga
da li je pri njihovom dobijanju bila koris¢ena jedna ili druga od ovih idealizacija i,
§taviSe, moZe se pokazati da se svaka od njih moZe tretirati kao grani¢ni slu¢aj druge.

3.1. Nacrtati fazne trajektorije za sledeéa jednodimenzionalna kretanja (kre-
tanja sa jednim stepenom slobode):

a) harmonijski oscilator;

b) matematitko klatno;

¢) kretanje u polju Zemljine teZe u vakuumu;

d) padanje u polju Zemljine teze u sredini Ciji je otpor proporcionalan kvad-
ratu brzine kretanja; u ovom poslednjem slucaju nacrtati i ekvienergetske linije.

ReSenje

a) Diferencijalna jednaCina kretanja harmonijskog oscilatora ima dobro
poznati oblik:

J'E+m|2)x-0.

Smenom % =% gf ova s¢ jednatina dovodi na oblik sa razdvojenim promenlji-
X
vim, i integracija daje:

7 Fizika
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gde je C integraciona konstanta. MnoZenjem dobijenog prvog integrala masom m
oscilatora dobijamo integral energije, tj. vidimo da je navedena integraciona kon-

stantna vezana sa energijom F oscilatora relacijom C-=—L E. Uvodeéi jo§ impuls

m
px=mzx, moZzemo definitivno pisati:
x2 P
2E o "
m e

Dobijena relacija povezuje trenutne vrednosti koordinate i impulsa oscilatora,
tj. predstavlja jednalinu njegove fazne trajektorije. Kao 3to se lako vidi, faz-

na trajektorija je elipsa sa poluosama a=\f ZEZ i b=}2mE, dakle, sa povr-
m txy

: 2nE E ; . . 2

§inom P=abn=——=-—; u poslednjem izrazu je uvedena linearna frekven-

N .M
cija v, (0, =2 mv,). Familija faznih trajektorija koje odgovaraju raznim vrednos-
tima E prikazana je na slici 3.1. gde je naznafen i smer kretanja fazne tacke
u toku vremena.

[—

| Py

S
=/

SL 3.1.

N

(7

b) Diferencijalna jednaCina kretanja matemati¢kog klatna ima oblik:

<}5+—‘§- sing=0,

i integrira se na isti nain kao i kod prethodno navedenog kretanja harmonijskog
oscilatora. Uvodenjem impulsa py,=ml2 ¢ konjugovanog generalisanoj koordinati

¢ (koja ima smisao ugla otklona klatna od ravnoteznog poloZaja) i energije klatna E,
nadeni prvi integral se posle jednostavnih transformacija dovodi na oblik:

E
pi=2ng:'3( +cosqa).
mgl
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Kretanje je moguce samo ako je —E?; —1, i ima razligit karakter u zavis-
mg,

nosti od vrednosti E. Ako je —E-I—<l, kretanje ima oscilatoran karakter i
mg
fazna taka se krefe po zatvorenoj faznoj trajektoriji prikazanoj na slici 3.2.

SL 3.2,

i to u naznafenom smeru. Pri vrlo malim energijama (——‘E}- samo malo vele
mg.

od —1) ta zatvorena fazna trajektorija je vrlo pribliZna elipsi, jer pod tim

uslovima kretanje matematitkog klatna se svodi na kretanje harmonijskog osci-
latora. Za ——-ET-I kretanje klatna je asimptotsko, tj. njegova fazna tatka se
krece ka polrggaju ¢=+7m po gornjem luku naznatene krive (deblja linija na
slici 3.2) ili ka poloZaju ¢= —7n po donjem. Najzad, pri —E-I—>l kretanje

mgi
klatna je progresivno, tj. fazna talka se kreée po gornjem luku jedne od spo-

lja¥njih krivih na slici 3.2. u smeru rastu¢ih uglova ili po donjem luku u smeru
opadajucih, zavisno od poletne brzine.

¢) U ovom sluéaju diferencijalna jednadina kretanja je mi=mg (x-osa
orijentisana vertikalno naniZe, u smeru delovanja teze), i nakon jednostavne inte-
gracije daje:
PE=pi+2m? g(x—x,),

gde je p,=mx, a x, i p, su poCetne vrednosti koordinate i impulsa. Fazne trajek-
torije su, dakle, parabole i po njima se fazna tacka uvek krece onako kako je 1o
pokazano na slici 3.3.

7*
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d) Polazeéi od diferencijalne jednatine kretanja:

mx + kmx*=mg,
tj.:

Ak
Jc—-xdx—-(g kx?),

AP

g

wt

\

Sl 3.3.

nakon razdvajanja promenljivih i uvodenja impulsa p,=mx dobijamo:

pi=ple-2kG—x) 4 p2 [] — e-2kx—x0],

gde je jo¥ stavlieno p..,==m\jiz—, a x, i p, su pocetne vrednosti odgovarajucih
faznih velitina. Na slici 3.4. su prikazane fazne trajektorije koje odgovaraju x,=0.
Karakter kretanja je odreden vrednos¢u p,. Ako je p,<p., tacka se u toku padanja
ubrzava sve dok njen impuls ne postane p,, (to odgovara grani¢noj brzini pri kojoj
je sila otpora sredina taéno uravnoteZena silom teZe), a ako je p,>pe., tatka se
usporava do p.. Najzad, pri p,=p. tatka se krete konstantnom brzinom, Sto
je na osnovu gore iznetog potpuno razumljivo.

U toku ovog kretanja energija Cestice ne ostaje konstantna, za razliku od
prethodna tri primera. Stoga ovde fazna trajektorija nije istovremeno i ekviener-
getska linija. Energija Cestice je:

Pi

=== —mgx,
2m V7

tj. ekvienergetske linije su iste one parabole, koje su nadene u primzru ¢) (tatnije,
samo gornji lukovi ovih parabola, poSto se radi o padanju). Ove linije su prikazane
na slici 3.4. isprekidanom crtom. MoZe se zapaziti kako fazna taka u toku svog
kretanja prelazi na linije sve manje i manje energije.
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3.2. Generalisati Liuvilovu feoremu za sliéaj kada na posmatrani sistem deluju
i nepotencijalne sile i formulisati uslov koji bi morale zadovoljavati ove nepotencijalne
sile da bi fazna gustina opadala sa vremenom.

Slika 3.4

Refenje

Ako na sistem deluju i nepotencijalne sile, menja se oblik Hamiltonovih
jednadina; umesto (3.2) one sada postaju:

g T &:
op; op;

gde je sa O, oznalena generalisana nepotencijalna sila koja odgovara generalisanoj
koordinati g,. Navedeni opitiji oblik Hamiltonovih jedna¢ina se detaljnije obraz-
laZze u kursu teorijske mehanike. Polazeéi ponovo od jednadine kontinuiteta u
faznom prostoru (3.4), imaéemo:

0D N 10D - oD -\ W g  dp
—+ 3> (-——~q;+—ﬁp;)+ p D(-—q‘~+—f~*~)=0.
ot S \dg; op, i1 \dg, op
Iskoristimo li ovde navedene Hamiltonove jednadine, moZemo pisati dalje:
D 33 D . ; N 2 *
0 (0 oD )-F ( ’H *H +OQ, )ﬁO,

—+ — g+—p; |+ D
or S \og ' op :..zl 20g;0p; 0p;0q Op;

aN ; . N #
oD (ap oD )]_} DS 00; =0.

— — g+ —p;
[01 ,Z. og, ' ap, =t op
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Zapazimo li da ¢lanovi u srednjoj zagradi daju totalni izvod fazne gustine po vre-
menu, imacemo definitivno:
dbD N aQ‘*

Z 4D
dt =1 ap‘

=0.

Fazna gustina ¢e, kako se vidi, opadati sa vremenom ako je karakter nepotencijalnih
sila takav da je:

N YO F
2 —>0.
i-1 0p;

3.3. Da li bi Liuvilova teorema vaZila ako bi se, umesto generalisanih impulsa p;,
za koordinate faznog prostora uzele generalisane brzine q;?

Refenje

Da bismo odgovorili na postavljeno pitanje, posmatrajmo prostor ije su
koordinate g; i ;. U njemu takode moZemo svaki sistem ‘reprezentovati jednom
tatkom i definisati analogon faznoj gustini, funkciju D* (gi, gi, t). Brzina proticanja

faznog fluida u ovom prostoru je ?*:(é;, G2, ém, G125 - - - > G3p), te jedna-
¢ina kontinuiteta analogna (3.4) glasi:
D* N[ - 0 -
22 4 [— D* 4)+-2 (D* q,)]=o,
a t i=1 0 QI a q;

ili, nakon razvijanja napisanih izvoda:
oD* W (dp* . oD* . W 1dg,  0q
[ +3 ( Gt~ q;)]+D* S (——q-"-+~g.i)=0.
ot L\ og 2g i-1\0q, 0g¢
Clanovi izdvojeni srednjom zagradom opet predstavljaju totalni izvod po vremenu,
pa imamo:
* 3N : 7
dD* . i (fﬁ + ?.‘éjl):.o,
dt i—1\0gq;, 0¢q

Izraz pod znakom sumiranja ovde nije nuZno jednak nuli (u standardnom faznom
prostoru je ovo bio slu¢aj zbog Hamiltonovih jednatina), tako da se u opStem slu¢aju
ne dobija jednadina analogna (3.5).

3.4. Na primeru slobodnog padanja u vakuumu, u konstantnom polju Zemljine
teZe pokazati da fazna zapremina koju zauzima odredeni skup faznih tacaka ostaje
nepromenjena u toku kretanja.

Refenje

Ova invarijantnost fazne zapremine je posledica Liuvilove teoreme, izraZene
jednaginom (3.5), ali se moZe pokazati i neposredno. Uo¢imo u faznoj ravni (zadano
kretanje je jednodimenzionalno, pa fazni prostor degeneride u faznu ravan) skup
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faznih tafaka koje leZe u pravougaoniku OABC (slika 3.5). Ove fazne tatke odgo-
varaju slobodnim padanjima iz pocetnih poloZaja izmedu g=0 i g=x,, sa podetnim
brzinama izmedu g=0 i g=v,. Na osnovu poznatih formula za brzinu i predeni

put kod slobodnog padanja, moZemo pisati sledeée relacije za vremensku zavisnost
koordinate i impulsa od vremena:

g(:)=q0+&;+ig;2,
m 2

p(t)=p,+mgt.
P
c_'/’/ E,_,-""'
v,
¢ B
(v} A'
% Xg o
0 A q
Slika 3.5.

Drugim retima fazne tacke se u toku vremena kre¢u po parabolama (vidi zadatak
3.1); slobodnom padanju odgovaraju gornji lukovi ovih parabola. Nakon vremena ¢
posmatrane fazne tacke ¢e se naci u &etvorouglu O'A’'B'C’. Koordinate temena
pocetnog i zavrinog Cetvorougla su, ofevidno:

0(0,0), o’ (—;- gt?, mgt) i
A(xy 0), A (xo +%g‘2’ mgr) ’
B (xp, mvy), B’ ((chn-i-'v|J t +-—;vgtz, mv0+mgt) i

C (0, mv,), C'(vor+—;+gf". mv0+mgt).

Lako je proveriti da je fetvorougao O'A’B'C’ paralelogram (treba samo uporediti
koeficijente pravaca pravih 0’4’ i C'B’, O'C’ i A’B") i nakon toga utvrditi da njegova
povriina iznosi mv, x,, koliko je iznosila i povrSina podetnog Eetvorougla OABC.
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3.5. Pokazati direktno da je kod svakog kretanja izazvanog iskljucivo poten-
cijalnim silama veliina fazne zapremine koju zauzima uoleni skup faznih tacaka
invarijantna u toku kretanja.

ReSenje

Veli¢ine fazne zapremine koju zauzima uofeni skup u trenutku =01 u tre-
nutku ¢=t su date ofevidnim relacijama:

Ac(O)= [dq}- - -dgswdp$- - -dpsy, Ac(t)= [dgi---deindp,'- - -dpin,
Gy Gy

gde indeksi 0 i ¢ preciziraju o kom trenutku vremena se radi. Skup koordinata
faznog prostora g, g, ..., gin, P!, PL, ..., Piyu trenutku ¢=t je vezan sa
skupom ¢, 43, ... qu, 2, 8, ..., psyistih koordinata u potetnom trenutku
relacijama obllka (3.1). Prema tome, u integralu koji daje A = (f) moZemo izvrsiti
smenu promenljivih integracija i svesti ga na:

Az (f)= d(qlt, ey q;:]Ns plf, g B P:w) dq;o . dql’\f@l _@gm)’ (315)
Go a(Qle v s- 5 3N, PJD; teey Psnr)

jer se domen integracije smenom (3.1) preslikava u G, Da bismo, dakle, dokazali
tvrdenje zadatka, treba da pokaZemo da je, kao posledica Hamiltonovih jednalina
(3.2) koje vaZe za kretanja pod dejstvom potencijalnih sila, napisani jakobijan jed-
nak jedinici.

Radi upro$¢avanja daljih razmatranja, oznafi¢emo sve koordinate faznog
prostora sa X; (i=1,2,...,6 N). Dakle, ¢,,=X,, ..., ¢&;3=X3p» Pi=Xsp 415 - -+ »
Pan= Xy OznaliCemo, dalje elemente posmatranog jakobijana sa a,, a kores-
pondentne minore sa 4. Prema osobinama ma koje determinante, mozemo pisati:

6N
2 Aua"‘=18”‘ (3.[6)
i=1

gde smo sa J oznalili vrednost tog jakobijana. Ova vrednost, u principu, moze
zavisiti od vremena i izvod po vremenu iznosi:

dl N oI
= “_ 3 A,,d"u (3.17)
dt 5 aﬂ.; dt 435

Parcijalni izvodi jakobijana su zamenjeni u skladu sa (3.16). Za vremenske izvode
elemenata jakobijana imatemo dalje:

day d (ax,')__g_(dx,-) OX;
dt oXP) oxp \ dt ] oxp

_ WXy oxy & aXf
E10X00X0 & 2x,
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Pri izvodenju ovog rezultata kori$¢eno je pravilo za diferenciranje posredne funkcije.
Uvrstimo 1i nadeni izraz u (3.17), dobijamo:

dJ 6N 6N di’,’ 6N aj"_r 6N

L i - Ay ay;—
dt 3551 JZ! Jf)Xk “ rkzl oxX,} ,Z:l i
6N %
o 'n O8] H‘_.Jz ‘)X‘ -0, (.18
Lk=1 0X,}

Ovde je najpre izvrSena promena redosleda sumiranja, zatim je uzeta u obzir relacija
(3.16), 1 nakon toga izvrSeno jof jedno sumiranje. Preostala suma po indeksu 7
je identicki jednaka nuli na osnovu Hamiltonovih jednadina, jer:

62N oX! W g, . X op; W [ ) (0H) ) (_ aH)]_O
i1 0Xf &1 9¢q, S op S og;\op; op; 2g;

Relacija (3.18) pokazuje, dakle, da se numeritka vrednost posmatranog jakobijana
ne menja sa vremenom, a po$to ona u pofetnom trenutku iznosi 1, to je i u svakom
daljem trenutku J=1. Odatle, onda, na osnovu (3.15) odmah izlazi da je A+(t)=A<(0)
§to je trebalo pokazati.

3.6. Kako se sa vremenom menja fazna zapremina koju zauzima odr edeni skup
faznih talaka koje reprezentuju linearne harmonijske oscilatore sa malim trenjem
proporcionalnim brzini kretanja?

Redenje

Zaklju¢ak prethodnog zadatka o invarijantnosti fazne zapremine ovde vise
ne vazi, jer deluju i nepotencijalne sile (trenje). Promenu fazne zapremine moZemo
izradunati prema formuli (3.15). U tom cilju treba najpre naéi fazne koordinate u
funkeiji pofetnih vrednosti i izraCunati napisani jakobijan.

Diferencijalna jedna¢ina kretanja linearnog harmonijskog oscilatora sa malim
trenjem proporcionalnim brzini kretanja glasi:

mi+2myx+moeix=0,

gde je, radi pogodnosti daljih izrafunavanja, konstanta proporcionalnosti kod
sile trenja oznafena sa 2 my. OpSte refenje napisane diferencijalne jednadine sa
konstantnim koeficijentima je:

x=e"Y(C,cost+C,sinwt), w=) 02—y

i opisuje periodi¢no kretanje sa neSto smanjenom frekvencijom e i sa eksponenci-

jalno opadaju¢om amplitudom. Ako su x, i py=m i, poCetni uslovi integracione

konstante postaju:

C,= Pot+myY X,
me

Cl = xo-, ]

tako da nalazimo:
Potmy X,
miuao

2
p=e‘1"[pocosr.or-(+7—pn+m EE—-}-—1"1—Jc',,)sint.a t],
) ©

.S
xme"r‘(x smoftl—t— sin w f),
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Izratunajmo sada jakobijan iz formule (3.15):

1 .
e—‘r'(cosmr-f-lsinmr) e"‘f‘———smmt]

0 (xg Po) gy w? 4 y?
(6]

==

sinwt e Y (cos wf— » & sin ml)
(O]

2 2 2
=e*‘f‘(c>¢:.s2 wi—Y sin2eot —I—(—“}isinz wt)=
o? w?
s e—z'yl‘
Ovaj rezultat pokazuje, na osnovu (3.15), da se fazna zapremina koju zauzima neki
odredeni skup faznih tafaka u ovom sluaju smanjuje sa vremenom. Sa nestankom
trenja (y—0) ponovo dobijamo rezultat iz prethodnog zadatka J=1.

3.7. Izracunati velicinu fazne zapremine I' (E*, V) omedenu hiperpovrsi kon-
stantne energije za sistem od N molekula idealnog gasa u zapremini V.
ReSenje

Polazimo od formule (3.13). Ovde je zapremina ¥ jedini spoljasnji parametar.
Uzimaju¢i Dekartove koordinate, radi odredenosti, imacemo:
TE*V)= [ - [dedy,dzy- - dsydyydzy [ - - [dpydpydpy- - -
(&) GV
iy ‘#’xN dpyN dprN'

Molekuli idealnog gasa medusobno ne interaguju, tako da je hamiltonijan sistema
jednak sumi kineti¢kih energija pojedinih molekula:

N & .o 2. .2
H= - + + 4
:-21 5 (Pxi+ py+ Pzi)

usled Zega uslov H<E* ne postavlja nikakva ogranienja na koordinate molekula.
Integrirajuéi, stoga, po svim moguéim vrednostima ovih koordinata i imajuéi u
vidu da fff dx; dy dzy za svako i=1,2, ..., N daje zapreminu ¥, koja stoji na
raspolaganju svakom od posmatranih molekula, dobijamo:

CES V)=V [ [dpudpydps, - -dosy oo (319)
GN)

Integraciju treba vr§iti, prema smislu formule (3.13), po delu zapremine impulsnog
potprostora faznog prostora u kome je:

N x
S (Pa+ P+ po)<2mE*,
=1

dakle, po 3 N-dimenzionalnoj sferi sa polupretnikom R=}2 m E*.
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Izratunajmo najpre uopste zapreminu jedne n-dimenzionalne sfere, tj. hiper-
zapreminu ogranitenu hiperpovrsi:

xp+x3+ -0 +x2=RL
Ovo je najlakse izvriiti prelaskom u n-dimenzionalne sferne koordinate:
x,=rcos b,
x,=rsin 0, cos 0,,
x;=rsin 0, sin 0, cos 0,,

xg=rsin 0, sin 0, sin 0, cos 0,,

X,_,=rsin0 sin0,---sin6, ,cosf,_,,
x,=rsin®,sin0,- . -sin6, ,sin6,_,.

uglovi 0, 0,, . .., 0,_, uzimaju vrednosti iz intervala [0, =], a 6,,_, izintervala [0, 27].
Najpre nalazimo jakobijan transformacije:

cos 0, sin®,cos®, .-. sin®, ... sin6,_,cos6,_, sin6, ... sin6,_,sinb,_,

—rsin®, rcosB,cosf, ... rcosb,...sin6,_,cos6,_, rcosO,...sin6,_,sin6,_,
is 0 —rsin 0, cos 6, . .

0 ... rsin®...cos0,_,cos0,_, rsin0...cos0,_,sin0,_,

0 —rsin®, -..sin6,_,sin6, , rsin6...sin6,_,cosf,_,

Najpodesnije je razvijati po poslednjoj vrsti, u kojoj su samo dva poslednja elementa
razliita od nule. Dijagonalni (poslednji) &lan ima predznak plus, a onaj drugi

predznak minus; odgovarajuéi minori su, ako se dobro pogleda, u stvari cos 0,_,

J,_,isin0,_, J,_,. Prema tome, nakon neznatnog sredivanja, nalazimo:

J,=rsin0,sin0,. - -sin6, ,J,_,.

Da bismo na osnovu dobijene rekurentne formule nasli J,, zapazimo da je:
J,=rsin® sin@, ...sin6,,J,_,,
Jy_y=rsinbsin0, ... sin0, _; J, 5,

Jy_p=rsin0 sin0, - -. sin0,_,J,_;,

Jy=rsin b, J,.

Ako ove sve jednatine izmnoZimo, i uzmemo u obzir da je ofevidno J,=r, dobijamo
neposredno:

J,=r*"1sin""2 B-l sin"~30,sin"*6; ... sin6,_,. (3-20)
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Sada moZemo pisati izraz za zapreminu n-dimenzionalne hipersfere:
(n) (n)

Vo [ -+ [ dxydiye - -dty= [ -~ [ J,drd®,d,- - -d6,_, =
X2 -« - fxp?="R2 r<R

™ n ™ 2
= _" =1 dr f sin"2 0, d 0, f sin"=30, d6, - - - f sin0,_, d0,_, [ d6,_,
o

ZTcR"

f sin"20,d0, f sin"=30,d6,- - f“ sin6,_,d6,_,
0

U elementarnom integralnom rafunu se pokazuje (vidi bilo koji matematicki pri-

rucnik) da je:
- e
ink
ofsm Qdfu Tl W 5 8 —Eia
e
gde je I'(x) Ojlerova gama-funkcija, tako da imamo:
() £ o) ro
2w R" 1\-2 2 2 2
-2 e ()] SN
” z) "(7) () G)
2 2 2 2
n n—2 n—2
=211:R I‘[(L)] raq) Rz x T
n B r(E) 5 (G)
2 2 2
u poslednjem izrazu je uzeto u obzir da je T -‘]2—)-—-1/; Koriste¢i jo§ poz-

natu osobinu gama-funkcije x I'(x) =" (x-41), moZemo definitivno pisati:

n
Rimc?
Vor—— (3.21)
F(—+ l)
2
Na osnovu ovoga izraz (3.19) postaje
3N
T w
I(E*V)=— _ (2mE*)2 V¥, (3.22)
3N
r(—+1
2

§to je i trebalo nadi. Zapazimo da I' nema isti smisao sa leve i sa desne strane
napisane jednakosti.
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3.8. Izralunati velicinu fazne zapremine I' (E*) omedenu hiperpovr$i konstantne
energije E* za sistem od N neinteragujulih harmonijskih oscilatora iste frekvence 6.
Refenje

Jednadina hiperpovr§i konstantne energije za ovaj sistem ima oblik:

N
Z —~p, + > wl—mmix,Z:E*,
i=1 i1 2
tako da je:
I (E%)- f ¥ [ty -y« oy

E (pit+m? @ x)<2mE*
i=1

(e2)]
=.f f(mL)Nda.- . - dEndp,- - - dpy;

N

2 (piA+EH<2mE")

i=1
u poslednjem integralu je izvrSena smena &=mw x;, i=1, 2, ..., N, ¢ime se domen
integracije preslikao na 2 N-dimenzionalnu sferu polupretnika (2 m E¥)'/2. Kori-
ste¢i rezultate prethodnog zadatka za zapreminu ovakve sfere, ima¢emo definitivno:

I (E*)= e @mEDT=— (3.23)

Zapazimo da ovde fazna zapremina ne zavisi ni od kakvih spoljnih parametara.

1 o 2 1 (21:5*)"

w

3.9. U delu faznog prostora koji sadrzi zapreminu I' (E) ogranicenu hiperpovr-
Sinom konstantne energije datog fizickog sistema je f(qy, ..., Qs P1y - - - » Ps) jedna
poznata inzegrabilna funkcija. Dokazati ispravnost sledeée relaa)'e:

o= [ 1@ pyas= ff(ql,...,p,)
I'(E) Q(E)
Ovde je |grad H| neposredna generalizacija analogne veli¢ine u trodimenzionalnom

prostoru, 1j.:
s aH 2 s aH 2 I__
gradH|=[ (———) + (——) ]2.
| lgl 0q Et op;

gde je s broj stepeni slobode sistema.

adH|

Refenje

Uodimo najpre da se element zapremine faznog prostora d © moze prikazati
kao proizvod elementa povrfine d% hiperpovrSi konstantne energije i elementa
spoljne normale dn na tu povrs, §to znali da moZemo pisati:

ff(9'1- veopldr= ff(91 »eee s PYdndZ.
I'(E) I (E)
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Ovaj natin pisanja integrala znadi, zapravo, da smo zapreminu I' (E) shvatili izde-
lienu na vrlo tanke ljuske hiperpovr§ima konstantne energije. Posto je, po analo-
giji sa trodimenzionalnim prostorom,

dH=dn|grad H|,

imacemo dalje:
dH
veeespddi= [1G@y...p)—"_ax-
[1@s--priz= [ 16 P
F(E) L' (E)
az
f f(q‘ B o |’

o Q(E)

pri pisanju poslednjeg integrala je eksplicitno uzeta u obzir pomenuta podela fazne
zapremine na vrlo tanke ljuske, i integracija izvrSena najpre po povr3ini jedne takve
ljuske, a zatim po svim ljuskama. Diferenciranjem leve i desne strane dobijene
jednakosti po E neposredno dokazujemo navedenu relaciju.

3.10. Na osnovu rezultata prethodnog zadatka izrcéunati verovatnoéu nalaZenja
klasi¢nog linearnog harmonijskog oscilatora amplitude A u nekoj tacki izmedu x i
x-+dx (vidi zadatak 1.10).

Resenje

Kao 3to je pokazano u zadatku 3.1, fazna trajektorija klasi¢nog harmonijskog
oscilatora je elipsa (slika 3.6) sa jednadinom:

X p
o 2E YamE~ b
m o}

i verovatnoéa da se oscilator

nade izmedu x i x--dx je isto-

vetna sa verovatnotom da se

njegova fazna tatka nade na

—» luku ds ili ds’ fazne trajektori-

X je; ds ovde igra ulogu dX iz

prethodnog zadatka. TraZena
verovatnoca, ¢e dakle, biti:

_d
|grad H|
Slika 3.6. dWEzﬁT ’

J | grad H|

faktor 2 se pojavljuje zbog toga $to su verovatnoée nalaZenja fazne taCke na ds i na
ds’ jednake. Prema jednacini fazne trajektorije, za element duZine nalazimo:

ds=YBE+dpt = \f1+(m2 p)_dx
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S druge strane, hamiltonijan linearnog harmonijskog oscilatora je dat poznatom
relacijom:

1 1
H=——p’4+ —maoix?,
ZmP 2 “

a1 -[[22) +(22)]
=\{(mw%x)’+ (f;)z =

=£\/( in'izr.n%,x)2 il
m r

Upvrstimo li ove rezultate u izraz za traZenu verovainocu, dobitemo:

tako da dalje nalazimo:

=

_mdx dx

Il B e ¥ (=.P_),
fmdx fd_x ’ m
P v
L L

Integral u imeniocu jednak je ofevidno ukupnom vremenu potrebnom da fazna
tacka obide celu faznu trajektoriju, tj. periodu posmatranog harmonijskog oscila-

2 : .. . o e
tora, T=-". Poito se brzina harmonijskog oscilatora moZe izraziti u funkciji
L)

1]
njegove amplitude i trenutne koordinate pomoc¢u zakona odrZzanja energije:

1 1 1
—mx? + —megx? =—maofA?,
2 p Mesx = map
odakle sledi:

# = 0} (42 ),

dobijamo definitivno:
dx

2 ]

W VAP =x2 1 dx

2% Ty
@y

$to se poklapa sa rezultatom zadatka 1. 40.

dW:

3.11. Fizi¢ki sistem se sastoji od N medusobno neinteragujucih éestica i ima
ukupnu energiju E=M &,, gde je e, poznata karakteristina energija sistema, a M
je ceo broj izmedu —N i +N. Naéi statisti¢ku verovatnoéu (tj. broj nacina na koji
se posmatranih N Cestica mogu rasporediti) za najverovatniju distribuciju Cestica,
ukoliko se svaka od njih moZe nalaziti:

a) samo u energetskim stanjima sa energijom -+-e, i —g,;
b) u energetskim stanjima sa energijama g5, 0 i —&,.
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Resfenje

a) Ako su Cesticama posmatranog sistema dostupna samo dva energetska
nivoa, +¢gy i —e; moZemo pisati:

N=N,+N_, Mg,=N,g,—N_g,

gde N, i N_ oznafavaju brojeve Cestica koje se nalaze na korespondentim
nivoima. Napisanim uslovima su ti brojevi jednoznacno odredeni i imamo:

N, = (M), N_=— (N,

tako da je broj naCina na koje se navedena distribucija moZe realizovati (statisticka
verovatnoéa) dat poznatim obrascem iz kombinatorike:

p NI N!
N, IN! [-%(N+M]![%(N—M)]I

b) U sluaju kada desticama postaje dostupan i treéi energetski nivo,
moZemo pisati opet;

N=N,+N,+N_, Me,=N,¢,—N_g, (3.24)

gde N, i N_ imaju isti smisao kao u prvom delu zadataka, a N, je broj
destica koje zaposedzju nivo sa energijom nula. Statisti¢ka verovatnoca je ovde:

N1
NJANJIN_! -

Uslovi konstantnosti broja Cestica i energije (3.24) ovde nisu dovoljni za
jednoznatno odredivanje triju brojeva: N,, N, i N_, §to znadi da, za razliku
od prethodnog sludaja, mogu biti realizovane razli¢ite distribucije. Najverova-

tnija ¢e biti ona za koju je P maksimalno. Po¥to je logaritam monotona funk-
cija, maksimum funkcje P poklapate se sa maksimumom InP. Dakle:

InP=InN!'-InN,!-InNy! ~InN_!=

=InNI—-N,In (iv-t-)_No]n (‘Y&)_ N_ {n(ﬁz);
e e e

u poslednjem izrazu je primenjena poznata Stirlingova formula, prema kojoj za

e
Obrazujemo li varijaciju nadenog izraza, nakon neznatnog sredivanja na-
lazimo!

z N\N
vrlo velike vrednosti N imamo NIR.-:(——) :

$InP=—(nN,SN, +In N,8N,+InN_3N_)=0:

u ovako formiranom uslovu ekstremalnosti funkcije InP, varijacije 8N ,, 8N,
i 8§ N_ nisu nezavisne, ve¢ su vezane relacijama koje se dobijaju variranjem
jednadina (3.24):

SN, +38N,+8N_=0, 8N,-3N_=0.
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Eliminifemo li, dakle, 8 N4 i 8 N_ nalazimo:
BInP-—(—~;—lnN'+8N°+lnN°8Nn—-—]2—lnN_8Nn)=O

odnosno, podto je preostala varijacija 8 N, nezavisna, te koeficijent uz nju mora
biti jednak nuli:
N¢=N,N_. (3.25)

Istovremenim regavau_]em sistema jednadina (3 24) i (3.25) dobijamo brojeve Eestica
na pojedinim nivoima energije u najverovatnijem stanju, tj. u stanju koje se realizuje
sa maksimalnim brojem razliitth kombinacija. Ovaj sistem jednatina je najlakse
resiti ako se zapazi da zbog (3.25) brojevi N—, N, i N obrazuju geometrijsku pro-
gresiju, tako da se moZe staviti No-—N'_x, Ny=N_x2, oznaCavajudi sa x nepoznati
koli¢nik te geometrijske progresij€. Ovim je (3.25) identicki zadovoljena, a jednacine
(3.24) daju:
N_(l+x+x)=N, N_(x2—-1)=M.

Deljenjem se odavde dobija kvadratna jednaCina za odredivanje x, koja nakon
sredivanja postaje:
N-M)x*~Mx—(N+M)=0,

i ima, kako se neposredno vidi, uvek samo jedan pozitivan koren; samo taj koren
naravno, dolazi u obzir. Dovriavanje zadatka se ostavlja.za samostalnu veZbu.

'3.12. Posmatrati sistem koji se sastoji od N=20 {estica. Ove Cestice se mogu nalaziti
u cetiri razlitita energetska starya, sa energijama e, 2 €, 3 &), 4 €, respektivno, gde
Je &, opet neka poznata energija, karakteristicna za dati sistem. Sistem se nalazi u
takvom makrostanju da je srednja energija po Cestici o €,, gde je o neki pozitivan broj
izmedu 1 i 4 (ove granicne vrednosti o uzima kad se sve Cestice nalaze u stanju sa
energijom e, odnosno 4 ;).
a) Nadi najverovatniju raspodelu Cestica po energetskim nivoima, ako se radi
o makrostanju sa o=3,

b) Utvrditi u kojim se granicama sme kretati parametar o. da najverovatnija
raspodela bude okarakterisana opadanjem broja Cestica sa porastom energije nivoa.

Regenje

Ozna¢imo sa Ny, Nj, N3, N4 brojeve Cestica na odgovarajuéim nivoima.
Uslovi zadatka daju:

4 4
3 N=20, 3 jeNy=200e
J= J=1

[ove jednacine su ekvivalentne jednadinama (3.24) iz prethodnog zadatka] a stati-
sticka verovatnota iznosi:

20!

- _ 3.26
NININJAN,Y 0:26)

8 Fizika
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tako da dobijamo:
4
InP=In20!- z InN;!=

~1n 201 2 N In( )

i ovde je u poslednjem izrazu iskorid¢ena Stirlingova formula. Radeéi kao i u pret-
hodnom zadatku imamo dalje:

4
3InP=—3 ln N;3N,;=0,
j=1
4 4
Jj=1 =1

poslednje dve relacije su dobijene variranjem uslova (3.26). Za razliku od prethodnog
zadatka, ovde direktna eliminacija zavisnih varijacija nije matematicki najpodesnija
Zgodnije je primeniti metod vezanih ekstremuma, tj. pomenute dve relacije pomno-
Ziti neodredenim multiplikatorima i w, pa ih sabrati sa 8 In P. Tako izlazi:

4
- 3 (nN;=2A—pj)3N;=0. 3.27)
J=1

Multiplikatore A i @ sad moZemo odrediti tako da koeficijenti uz zavisne varijacije
budu jednaki nuli. Koeficijenti uz ostale varijacije moraju onda biti jednaki nuli
zbog uslova (3.27), tako da dobijamo:

InN;—A—pj=0,
(3.28)
NJ‘" et = Axd,

gde su uvedene oznake A=e?, x=e*. Dobijeni rezultat pokazuje da i ovde brojevi
Cestica na pojedinim energetskim nivoima (tzv. »naseljenosti« ili »populacije« nivoa)
obrazuju geometrijsku progresiju. Multiplikatore A i p, odnosno veli¢ine 4 i x koje
su sa njima u vezi, moZemo odrediti is uzlova (3.26). Ovi uslovi daju:

Ax+ Ax? + Ax® 4+ Ax* =20,
gy (Ax+ 2 Ax? + 3 Ax® + 4 Ax*) = 20 ag,,.
Deljenjem ovih dveju jednadina i sredivanjem nalazimo definitivno:
@G- x*+(B3-a) > +2—a)x+ (1 —a)=0. (3.29)
Ova jednadina ¢e nam posluZiti kao polazna tacka za odgovore na pitanja postavljena
u zadatku. Pre nego §to na ovo predemo, zadrZimo se jo§ malo na osobinama ove

jednacine. Prepi§imo je u obliku:

4x343x24+2x+1
X¥rxt4x41
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koji je podesniji za diskusiju broja realnih refenja analizirane jednatine pri razlifitim
vrednostima parametra o, kao i njihovog polozaja. Grafik funkcije:

43 4+3x242x+1
y=
X 4xt4x+1
(vidi sliku 3.7.) ima horizontalnu asimptotu y=4 i vertikalnu asimptotu x=—1;

postoji samo jedna realna nula, priblizno na —0,6. Presek ove krive i horizontalne
prave y=o daje realne korene jednadine (3.29). Vidimo da za a€(1,4), realan koren

by

rTt-
i

e e o e s
e o

u\I

Slika 3.7.

leZi izmedu x=0 (za a=1) 1 x=00 (za «=4). Nije tefko proveriti da ée za «=2,5
realno refenje biti upravo x=1. Dakle, vrednost realnog refenja posmatrane jedna-
&ine monotono raste sa porastom parametra o.. Ovi zakljucei ¢e nam biti vazni kod
davanja odgovora na pitanja postavljena u zadatku.

a) Ako je =3, dobijamo xa 1,52, A~ 1,6, tako da populaciju pojedinih ener-
getskih nivoa u najverovatnijem stanju nalazimo po formuli:

N=1,6(1,52,  (j=1,2,3,4)

ili, konkretno: Ny=2, N,=4, N3=6, N4=8. Zapazimo da je ovo makrostanje
okarakterisano porastom populacije nivoa sa porastom energije. Ovakva situacija
se oznalava kao winverzna populacija nivoa«, za razliku od »normalne«, pri kojoj
populacija opada sa porastom energije nivoa.

b) Da bi populacija bila »normalnag, tj. da bi predstavljala opadaju¢i geo-
metrijsku progresiju, treba da bude x<1. Sa slike 3,7. se vidi da ¢e to biti ako je
a<<2,5, tj. ako je srednja energija po Cestici manja od 2,5 =,.

g%



4. MIKROKANONSKI ANSAMBL

Ako je sistem, koji se sastoji od velikog broja (IV) &estica, izolovan od okolne
sredine dostigao stanje termodinami&ke ravnoteze (pri zadanim vrednostima spo-
ljaSnjih parametara a;), energija ovog sistema je konstantna i leZi u uskom intervalu
izmedu E i E48E. Ovom makrostanju odgovara ceo jedan beskonacan skup
(ansambl) sistema, razli€itih mikrostanja, &ije reprezentativne tatke zauzimaju deo
faznog prostora izmedu dve bliske hiperpovr§i konstantne energije: E*<<H (gs,
D1, as)<E*4-3 E*, Za sve Clanove ansambla su broj &estica N, kao i spoljasni para-
metri, isti.

Faznu gustinu verovatnote odreduje u ovom sludaju postulat jednake vero-
vatnoée a priori, koji glasi:

kad se izolovan sistem nalazi u termodinamitkoj ravnoteZi njegovo stanje moZe
sa podjednakom verovatnoéom biti bilo koje od stanja, koja zadovoljavaju zadane
makroskopske uslove:

dt =t
w(qp, p» 4)= {[E‘cH<£‘+a£‘ ] E*<H(q, p, a)<E*+3 E* 4.1
0 van ove oblasti.

Statistitki ansambl, odreden ovom raspodelom verovatnoée, naziva se mikto-
kanonski ansambl, sa sama raspodela — mikrokanonska raspodela, Prema tome,
mikrokanonski ansambl opisuje izolovan sistem koji je dostigao termodinamitku
ravnoteZu.

Ukoliko pustimo da E—0 (grani®ni slu¢aj klasi¢ne statisticke mehanike) i
posmatramo jednu povr§ konstantne energije u faznom prostoru H (qi, pi, as)=E*,
verovatno¢a da se ostvari neko stanje koje pripada delu % ove povrsi (2= H (g1,
P, a;)=E* ) data je integralom po 9:

Pigy= [ w(g pya)d% 4.2)
D

Fazna gustina verovatnoée @, medutim, u ovom slufaju ne moZe biti zadana direktno
po analogiji sa (4.1), tj. ne moZemo uzeti:

w(g;, pp a)dE=dZ[Q (E*, a)



117

jer povrdinski integral [ d¥ ne mora biti invarijantan sa vremenom, dok zapre-
D

minski delovi faznog prostora, prema Liuvilovoj teoremi, to jesu. Stoga za funkciju

raspodele verovatnote na povrsi konstantne energije uzimamo:

dZ
P @
f | grad H |

H=E*
gde se integracija vrsi po celoj povr3i konstantne energije (vidi zadatak 3.9).

Na osnovu ovoga za verovatnocu da stanje sistema leZi u delu 9 povrdi kon-
stantne energije dobijamo izraz:

_ 1 i dX
"2 f d% f |grad H| ' @.4)
s |grad H| 2
koji je invarijantan sa vremenom.
VaZan pojam koji se uvodi u vezi sa ovim je gustinag Stanja sistema na povrsi

konstantne energije: ako sa I'* (E, N, as) oznalimo broj stanja posmatranng sistema
od N &estica sa energijom izmedu 0 i E*,

I'*(E* N, a)=

1
BN, N1 ' I il
" H=E*

(uporedi sa jednatinem (3.13))
gustina stanja se definide kao:

Q*(E%, N, a)=-2—T*(E* N, a)~— f 4% . 9
dE BN.N! | grad H |
(Za dokaz poslednje jednakosti u (4.5) videti zadatak 4.7).
Preko gustine stanja statisti¢ki se definife entropija relacijom:
S=klIn = f dv=kIn Q*(E*) 8 E* (4.6)

EY<H<E*48E*

Sistemi, kod kojih pri velikom broju &estica (IN— o0) vaZi pribliZno i relacija:
S=hIn Q*(E*) 3 E*~kInT* (E¥), 4.7

nazivaju se normalviim sistemima u statistiko-termodinami¢kom smislu.

Temperatura je statisticki definisana izrazom:

1 0S8
. 4.8
T (aE*)N.V @o
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Ukoliko je jedini spoljni parametar zapremina, iz entropije nalazimo i pritisak,

preko relacije:
P _ ( 0 S) 4.9)
T \0V/gs N

(vidi zadatak 4.9).

Ovo su osnovne veli€ine na kojima bazira termodinamika mikrokanonskog
ansambla.

4.1. Cestica se nalazi u zapremini V, izvan polja sila.

a) Nadi gustinu stanja na energetskoj hiperpovrsi H (qi, pi, V)=E.

b) Primeniti dobijeni rezultat na sistem od N slobodnih elektrona koji se nalazi
na temperaturi T—=0 °K, znajuéi da su u tom slu¢aju popunjeni svi nivoi energije
od nultog do nekog maksimalnog energetskog nivoa E. (Fermijeva energija, definisana

relacijom f Q*(E)dE=N). Vodeci ra¢una o degeneraciji nivoa zbog spina elektrona,

naci ;ednoe!ektromku gustinu stanja Q*(E) u funkciji E; i N, smatrajuéi da elektroni
obrazuju idealan gas.

Resenje
a) Polaze¢i od hamiltonijana za jednu &esticu:
2
HaL _Eg
2m

nalazimo gustinu stanja u funkciji Ei V: |gradH|=£"=2\[%,

g 312 12
n*(E)ﬂ*l-f L B W

h? |grad H| h’ / w
H=E m

b) Ako je posmatrana Cestica elektron, dobijeni izraz za gustinu stanja ¢emo
pomnoZiti sa dva, usled spisnke degeneracije. Zatim nalazimo vezu izmedu broja

elektrona N, zapremine V i Fermijeve energije Ep: Q* (E), =47V (2:) E2,

N= [Q‘(E).ldE 47:V(2hm) !E”sz=——V( )m

pomocu koje izraZavamo jednoelektronsku gustinu stanja u funkciji Eg i N:

2m\¥#* 3N 1 3N Euz
4 V ol » * = - -——-
( h? ) 2 EP @ Ea==3 EP
Cesto je potrebno znati gustinu stanja na samom Fermijevom nivou:
3N
Q* (EF)H=EE'_

F
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4.2. Idealni gas, koji se sastoji od N tackastih molekula, nalazi se u zapremini V.,
Koristeci rezultate zadatka 3.7. nadi termicku jednacinu stanja za ovaj sistem.

Refenje
U zadatku 3.7. naden je broj stanja posmatranog sistema sa energijom izmedu
0ikE:
YN NZ (2 mE)NI2
#NNL (31\1) :
57 )

I*(E, N, V)=

Odatle nalazimo entropiju sistema:
S(E, N, V)~kInT*(E, N, V)=
312 p5]2
=Nk[l _F:_’_ 3 1112E zn{2-zrm) e }’
N 2 3N i
pri ¢emu smo upotrebili Stirlingovu formmlu (1.21).

1z entropije prema formuli (4.8) nalazimo temperaturu:

109 ml,
T \OEly» 2E

a zatim i pritisak (prema (4.9)):

_{av)s v V'

tako da termicka jednalina stanja glasi:
pV = NKT.
4.3. Nivoi energije oscilatora frekvencije su oblika

-(n+%)kv #=0,1,2,...).

Ako se sistem sastoji od N oscilatora, zanemarljive medusobne interackije, energija
sistema iznosi:
E=(1/2)* Nhv+Mhv, gde je M ceo broj.

Naci entrapiju ovog sistema, kao i vezu izmedu temperature sistema T i energije E.

Refenje

Entropiju nalazimo pomocu relacije:

S=klim In Q*(E*)8 E*=FkIn W (E¥
8E-0

odnosno preko broja mikrostanja W pomocu kojih se ostvaruje makrostanje zadane
energije E*.
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Taj 'broj je jednak broju nadina na koji M elemenata moZe da se uzme od
ukupno N elemenata (vidi zadatak.1.15):
LY
o M+N-1)!
M (N—1)!
tako da Koristec¢i Stirlingovu formulu pri N>>1, M >>1, dobijamo:
S=k{(M+N)In (M +N)—MIn M—NlnN}.

Temperaturu nalazimo prema formuli (4.8) izraZenu preko M, odnosno preko
Ei N:

N N
My—t—
1 aS_aS-aM=k}n(M+N'aM=L 2 2 _
T 0E* O0M OE* N )aE- kv g N_N
2 32

E*/N+% hy

=-—In i
hv E*IN*——{}IV

Ako poslednju jedna€inu ref§imo po E*, dobijamo:

E*=N —l~hv+-’-’—:}v
2 ek [

4.4, Sistem se sastoji od N nezavisnih oscilatora, frekvence oscilovanja v.

Tretirajuéi ovaj sistem klasi¢no naéi entropiju sistema S kao i energiju sistema E
u funkciji temperature T. Uporediti dobijeni rezultat za E=E(T) sa rezultatom za-
datka 4.3.

Redenje

Polazeti od rezultata zadatka 3.8 za broj stanja sa energijom izmedu 0 i E

imamo:
1 E\\V
I'*(E, N)=— [{—
) Nl(hv)

i odatle nalazimo entropiju, koriste¢i jednalinu (4.7) kao i Stirlingovu formulu:

SakInT*(E)=NkIn-E - NN,
hv e

a na osnovu jednacine (4.8) dobijamo i temperaturu, tako da odmah moZemo napisati
vezu izmedu energije 1 temperature:
1 0S8 Nk

e met  PaNET,
T O0E E
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U zadatku 4.3, gde je isti problem tretiran kvantno-mehanitki, dobili smo:

E=N —;—hv+,‘—fL :
T 1
e . hy 2 N
U oblasti visokih temperatura, gde je —;‘?41. , vaZi pribliZno:

EgN{%hv+kT]=N-%hv+McT,

tj. dobijamo klasi¢an rezultat, do na ¢lan N --é—kh v, bitan za kvantno-mehanitki
prilaz.

4.5. Sistem se sastoji od N nezavisnih éestica. Svaka lestica moze da se nalazi
samo na jednom od dva energetska nivoa — g, &,

a) Na osnovu rezultata zadatka 3.11 za broj mikrostanja preko kojih moZe da
se ostvari makrostanje energije E=n¢g, (n= —N, ..... » N) naéi entropiju S tempe-
raturu T sistema u funkciji energije E.

b) Ispitati u kojoj je oblasti energije sistem normalan u statisti¢ko-termodina-
mic¢kom smislu i u toj oblasti naéi vezu izmedu E i T, kao i toplotni kapacitet C.

Refenje
a) Broj mikrostanja prema zadatku 3.11 iznosi:

!
— N!

[% (N—n)]! H— (N+n)]! '

tako da koriste¢i Stirlingovu formulu nalazimo:

S=kinWak {N lnN—%(N—n) In % (N —n) ——;—(N-l—n) In —;-(N+n_)],

odakle preko relacije (4.8) dobijamo:
1 1 0§ 1 k., N—n

s S

T ¢ on 2 ¢ N+n

b) Vidimo da je >0 samo pri #<<0, odnosno pri E<0; samo u oblasti nega-
tivnih energija sistem je normalan u statistitko-termodinami¢kom smislu. U ovoj
oblasti nalazimo vezu izmedu T i E polaze¢i od nadenog rezultata:

1 1 kK, N—-n

L

T 2 ¢ N+in
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odakle sledi:

£
je: E=neg,= — Ne, th—°-,
pa je 0 oM

Odavde nalazimo i toplotni kapacitet sistema:

Nk (s_ﬁ')z
C "*'fg£ __ \kT]
kT
4.6. Cestica spina 1/2 i magnetnog momenta . u spoljnom magnetnom polju B
moZe da se nade na jednom od dva energetska nivoa —p. B i +u. B, koji odgovaraju

—_ — —_
orifentaciji p. u smeru B i u smeru —B.

Za sistem od N ovakvih Cestica, ukupne energije E=n p. B, naéi entropiju, a
zatim izraziti energiju E i ukupni magnetni momenat sistema M u funkciji temperature.
Medusobnu interakciju magnetnih momenata zanemariti.

Refenje

Ovaj zadatak reSavamo direktno na osnovu zadatka 4.5. U ovom slucaju je
g,=W B, pa za n<0 imamo:

1 1 1 1
e (N=m) 1t — (N — ) — — -
Sczk{NlnN > (N—n)ln 5 (N —n) 3 (N+n)In 5 (N+n)],

ne —Nth (ﬂ)
kT

E= —Npmh(—‘f‘—‘g),
kT

Menp= —Ngth(%;-,_-),

4.7, Pokazati da ako je srednja vrednost po vremenu od veliine A= i{i_{q_,P,_a)

da
jednaka odgovarajucoj srednjoj vrednosti po faznom prostoru (ergodicka hipoteza):

f _ AdXE
A | grad H |
VL S

d%

f |grad H|

=E

da je onda integral f di=T"(E, a) invarijantan pri kvazistatickom adijabatskom
H<E

procesu u kome se a menja veoma sporo.
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Refenje

Proces pri kome se menja parametar koji odreduje Cisto mehanitko uza-
jamno dejstvo sistema sa spolja$njim sistemima naziva se kvazistati€kim adijabat-
skim procesom ukoliko se @ menja tako sporo da se hamiltonijan sistema transfor-
mife tako da se njegova zavisnost od kanonskih promenljivih ne menja, tj.

H (g, p, @)— H (g, p, a+da) pri i;;—+0. Pri promeni parametra @ za da velifina
I' (E, a) promeni se za:

AT =T(E+dE, a+da)—T (E, i) ~ (g;) dE+(‘;—r) da (4.10)
a a E

gde je uzeto u obzir da se pri datem procesu menja i energija sistema. Rezultat je
isti kao kad se I' prcmeni pri pcmeranju povrsi konstantne energije od H (@)=E
do H(a)=E+dE (prvi sabirak u poslednjoj relaciji) i kada se ista povrs pomeri
od H (a)=E do H (a+da)=E kao rezultat promene parametra a isklju€ivo (drugi
sabirak u poslednjoj relaciji).

Ako pretpostavimo da se ¢ menja za da sa konstantnom brzinom u intervalu
vremena od 0 do #;, onda je promena energije u datom procesu odredena sa:

h
dE= fd—Hdr- f[ aHp ng +a—H&}dt.
dt op 0q oa
0 0

Medutim, prema Hamiltonovim jednafinama izraz u srednjoj zagradi je jednak

nuli, pa nalazimo:
dE= f——-adr= fAdr—Ada

gde smo sa A oznatili srednju vrednost velifine 4 po vremenu. Ako pretpostavimo
da je sistem ergoditan, onda je zadovoljena relacija A=A gde je A srednja vrednost
po faznom prostoru. Tako je:
f 4 ds
| grad H |

dE=Ada=da-"=% == , (4.11)

| grad H |_

=

Relaciju (4.11) moZemo napisati u sli¢nom obliku pomo¢u Cisto geometrijskih
razmatranja (vidi sliku 4.1). Neka je » normala u taki 4 na povrs H (g, p, a)=E,
i neka ona prolazi kroz povi§i H (g, p, atda)=E-dE i H(q, p,a)+A da=E u
tatkama B i C respektivno, Tada, prema definiciji gradijenta nalazimo:

AB.grad H = dE

Ez-grad H= — Ada,
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tako da za zapremine izmedu povrdi Sy i 83, odnosno izmedu Sy i S, (koje su cdre-
dene izrazima (g;)dE i (—%E) da respektivno) dobijamo eksplicitno:
a

(gz)dE—dE;fs _Er%ij'

ﬂ)da__ f 44T
da ]gra.dH[

odnsono:

Slika 4.1.

Na osnovu poslednjih izraza relaciju (4.10) moZemo pisati u obliku:

dT =dE f_jz___daf AdX
|grad H | | grad H |
H=E HeE

Medutim, prema relaciji (4.11) desna strana gornje jednakosti jednaka je nuli, pa
prema tome je i d I'=0, §to zna& da je I' (E,q) invarijantna veli¢ina.

4.8. Kod mikrokanonskog ansambla fazna gustina verovatnole moZe se uvesti
i pomoéu Dirakove delta-funkcije
w [H (9, s a)l=A3[H (q;, p;; a,) — E*]
a) Odrediti normalizacioni faktor A,
b) Pokazati da se srednja vrednost neke fizicke velicine po, ansamblu, nadena
na osnovu tako uvedene fazne gustine verovatnode, poklapa sa srednjom vredno&'cu
dobijenom na osnovu formule (4.3).

Refenje
a) Faktor se odreduje iz uslova normalizacije:
B 1 - 1
81 (4 R; a)—E¥\dg,dp,  Q(E* a)
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Integracija se vrii po celom faznom prostoru.
b) Za fizitku veli¢inu F=F (qi, pi, as) srednja vrednost po ansamblu je po
definiciji: _
F= f F(q, p;; a)w(q; p; a,) dg, dp,,
$[H (g, p; a)— E*]
Q(E*; a,)

pa za w(g, p;; a;) =
dobijamo:

e n F’!’SSHJ’”: E* o/
“a@ay [ T i 301G i a)~EVadp.

U ovom integralu elemenat zapremine dg; dp;” moZemo predstaviti kao proizvod
elemenata hiperpovrsi d Z i elementa spoljne normale na tu povrs dn, tako da izlazi:

—_— l - .
- Q(E*, ) -fF(qff,p;;a,)smq,.,p,_,as)_g 145 dn =
-8[H —EYdE. dE*.
ey P 031G i o)z
! dx
) — F ) ; = As
Q(E*, a) f i | grad H |
H=E*
jer je:
g O
|grad H| ~

Primetimo da se ovde uvedena veliina £ (E*, a;)= f S [H (pe, qi, as)—E*] day dps
poklapa sa ranije uvedenom definicijom [vidi jednadinu 4.5)], §to se istim postupkom
kao gore lako pokazuje.

Odavde vidimo da se F poklapa sa izrazom koji se dobija pomoéu fazne
gustine verovatnode (4.3):

W@ P @) =

"G | grad H|
4.9. Za sisteme, opisane mikrokanonskim ansamblom izracunati pritisak
_OH(@, pp V)

>V polazeéi od faznog integrala:

Q(E; N, V)= [8[H @, p,» V)~ E)daydp,
G
Uzeta da H zavisi od zapremine V preko potencijala u,(a;) koji opisuje delovanje

zidova i naglo raste na granicama zapremine V. Oznaka G znaci da se integracija vrsi
po celom faznom prostoru.
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Refenje

" Uopste, H=H (gs, pi, as) gde su ag spoljni parametri. Za kvazistatitke procese
merene veliine generalisanih sila su jednake odgovaraju¢im srednjim vrednostima
po ansamblu:
0H

A=—-——.
: oa,

U posmatranom slu€aju jedini spoljni parametar je zapremina, a odgovarajuta
generalisana sila je pritisak. Da bismo ga izradunali, potraZimo parcijalni izvod Q

po V:

00 0
— = —38[H(g;, p;s V) — dp,=
% 1Y% [H(g: p; E]dq;dp;

9 oH
= — f ES[H@;;PI, V)_E]Win@i"

Poito —9—}-1 ne zavisi od E, moZemo pisati:

w5281,
OE| 0¥

Onda je:
O - L.09Q 1 0Q 0H . 0 OH_
oV Q oV Q 0L oV 0E oV
- OH 0,0.9 9H
oV 0E 0F oV

Na desnoj strani poslednje jednakosti prvi &lan ostaje konacan i kad N—co ali
tako da je uvek (N/V=const.), jer je m  srazmerno ¥, a drugi &lan opada kao

%, pa ga moZemo zanemariti. Tako dobijamo:

LA P L P
OE

oV oV OE

Pri fiksiranoj vrednosti neodredenosti energije § E=const. moZemo pisati:

) )
-é—V-ln [Q(E)SE]=6—V(1nQ(E))-SE,

9 0
Sp RIQESE|~—— W Q(E))-3E,
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odnosno:
o8 _ oS5 _ 1
oV T OE T’
pa je:
por 28E NV
oV

Ovo je upravo formula (4.9).

4.10. Za sistem Cestica sa parnom interakcijom, opisan hamiltonijanom:

1 iRy
H-S2 0~ 5 o(lg-a)
3yt 3 ®Ua-g]
nadi vezu izmedu pritiska i viriala sila. (Virial sila se definise kao:

1 - > >
3 z (q‘-qu).Fy'

i#]
gde je Fy=- a‘p(g‘j‘ D) 1o parme inserakije tameds bie 1 e Sesticey
i

Refenje

Poéi éemo opet od faznog integrala:

QE; N, V)= [ 8[Hq,p)~Eldgdp.
(+2F--2)
Pritom ¢éemo smatrati da H ne zavisi eksplicitno od zapremine ¥, a da je &lan uy (q1),
koji opisuje delovanje zidova, ukljuden preko ogranienja oblasti integracije, i to
takvog da svaka od koordinata ¢ leZi unutar V, §to smo oznaili simbolom (... ¥V
...} (Uporedi sa zadatkom 4.9).

Promenu zapremine je zgodno uzeti u obzir uvodenjem parametra A3, kojim
mnoZimo V, §to daje:

QE N, ¥V)~ [ 3[H (@, p)~E1dg,dp;
(-+ =W W:e0)

Ako izveS§imo smenu promenljivih integracije gg=2 g, pi=2"" p¢ lako je videti da to
predstavlja, u stvari, jednu kanonsku transformaciju, koja ne menja elemenat fazne
zapremine dqq, dps, a granice intervala pri tom postaju nezavisne od A:

Q(E; N, V)= f S[H(lq,-, %)-E]d% dp;

Odavde nalazimo:

oH (1 Gi» £,-{-)

20 d P A
o [ 2 3|ufrng, 2N\-E|__\ 2! agap,
% f [ (q' 1) ] 0% W
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odnosno za A=1:

(2) --2o[Zupar)] .
oA bt 0E | oa A b

Ovaj izraz moZemo i direktno izradunati:
(8) 29,
oAy OV
tako da dobijamo:

7 Wheler 2 Er L | W

Ako dobijeni rezultat uporedimo sa odgovarajuéim rezultatom dobijenim pri
traZenju pritiska u zadatku 4.10,

0Q __0_[9 0H(q.-.p¢)]’

oV 0E oV

tiadi Gamio eXsplicitno ‘oblik dinamitke prometliive — "”—a@;f’!)— Sju sred-
nju vrednost predstavlja pritisak:

) 110 p3q,2)]
oV 3 Lok ke

Specijalno, za posmatrani slufaj parne interakcije, dobijamo:

_ 0 H (g, p) _=__2_ P’

F,
oV 3Vz2m GV,z(q' a-Fy

odnosno:

2 ;'2 1 — > =
=S — —q) F,.
a 3V§2m 6Vi§1(q‘ 9 Fy

Poslednja jednakost izraZava takozvanu féoremu viriala, prema kojoj je pritisak
jednak zbiru 2/3 srednje gustine kineticke energije i 1/3 gustine viriala sila.

VaZno je napomenuti da ova teorema vaZi ne samo za sluaj mikrokanonskog
ansambla, ve¢ i opstije.

4.11. Jednodimenzioni lanac se sastoji iz velikog broja (N>>1) elemenata.
Du¥ina svakog elementa je a; rastojanje izmedu krajeva lanca je x. Elementi mogu
slobodno da se okreéu oko spojnih tadaka (vidi sliku 4.2).

a) Naci entropiju ovog lanca u funkciji x.
b) Naéi vezu izmedu temperature T i genera]imne sile (napona) koja je po-

trebna da bi se krajevi lanca zadrZali na rastojanju x.
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Resenje

a) PoloZaj svakog elementa lanca oznaci¢emo znakom »plus« ako je okrenut
nadesno, a znakom »minus« ako je okrenut nalevo. (Uporedi zadatak 3.11 i zadatak
4.5. sa ovim).

Slika 4.2.

Broj elemenata n., okrenutih nadesno, i broj elemenata n_, okrenutih nalevo,
nalazimo iz uslova da je rastojanje izmedu krajeva lanca x, a ukupan broj ele-
menata N:

x=mn,-n_)-& n_+n_=N.

Broj mikrostanja koja daju makrostanje zadano rastojanjem x, dat je sa:

1
W (x) = _ N .
ntn_!
gde jen, = NZ+ 2 ,an_= N;_ X . Koristeti Stirlingovu formulu (1.21) dobijamo:
a a

SX)=kInW)=k{NInN—n,Inn,—n_Inn_}=

=Nk[ln2——]-(l+-lx—)]n(1+_i_)hl 1_L)1n(1_i)],
2 Na Na] 2 Na Na
b) Generalisanu silu X, koja odgovara spoljadnjem parametru x, nalazimo

istim postupkom kao u zadatku 4.9, gde je spoljni parametar bila zapremina, a
generalisana sila pritisak. Ovde je:

Vi OB SO H)

ox ox
Da bismo lanac zadrZali na rastojanju x, moramo primeniti napon jednak — X:
! x
0SouN)y KT, TNa kr
_...T__(ﬁ.__.._)...z___!n ___q_-_:_—-x—l--.
ox 2a foct. X
Na

Poslednja jednakost dobijena je razvijanjem u red, uz uslov x< Na; prvi ¢lan ovog
razvoja daje Hukov zakon.

9 Fizika



5. KANONSKI ANSAMBL

Sistemi koji se razmatraju u laboratorijskim uslovima obi¢no ne zadovoljavaju
uslove mikrokanonskog ansambla. Njihova energija nije fiksirana u strogo defini-
sanom malom intervalu 8 E*. Zbog toga kod realnih sistema Cesto je podesnije
primeniti kanonski ansambl.. U tom slutaju posmatraju se zatvoreni sistemi u top-
lotnom kontaktu sa termostatom, uz pretpostavku da su ostali oblici interakcije
medu sistemima slabiji. Pod termostatom podrazumevamo sistem sa velikim brojem
stepeni slobode, koji moZe da predaje i prima cnerglju od sistema iz ansambla u
proizvoljnim koli¢inama a da se stanje termostata pri tome ne menja.

Fazna gustina verovatnote za kanorski ansambl sistema, koji imaju dati
fiksirani broj Cestica N i é:_u se odnos sa termostatom karakten§e skupom spoljnih
parametara  as, odredena je izrazom:

1 e—H@.Pi N. a)JkT

] y Ug) = » S.I
w(q, pis a;) NIW Z(T, N, a) 5.1

gde je Z (T, N, as) tzv. statistitka suma:

2@, N, ay= [ enennn ac, (5.2)

1h!

koja se ovde otigledno pojavljuje kao normalizacioni faktor, a integracija se vrii po
Citavom faznom prostoru; k je Bolemanova konstanta, 7" je temperatura termostata
i i je Plankova konstanta. Reciprotnu vrednost proizvoda k T &esto ¢emo oznata-
vati sa 3; f je broj stepeni slobode sistema.

Srednje vrednosti veli¢ina koje karakteridu sistem odredene su relacijom (3.8),
u kojoj treba upotrebiti izraz (5.1), a veza sa termodinamikom sistema uspostavlja
se relacijom:

F(T, N, a)=—kTInZ (T, N, a), (5.3)

koja definiSe slobodnu energiju sistema. Iz slobodne energije prema Meksvelovim
relacijama (vidi zadatak 2.1) slede sve ostale termodinamicke velitine sistema.

Postulati o mikrokanonskom ansamblu (4.1) i o kanonskom (5.1) nisu neza-
visni. Oni su povezani Gibsovom teoremom, koja tvrdi da ako jedan sistem zadovoljava
uslove mikrokanonskog ansambla, a ima veoma veliki broj stepeni slobode, onda
se svaki njegov mali deo moZe smatrati elementom jednog kanonskog ansambla,
ukoliko se nalazi u slaboj interakciji sa ostalim podsistemima. Drugim, refima
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karakteristike jednog dela nekog izolovanog sistema, &iji je broj stepeni slobode
znatno manji od broja stepeni slobode sistema u celini, odredene su postulatom
(5.1) kanonskog ansambla. Ovde ne¢emo dokazivati Gibsovu teoremu posto se to
moZe na¢i u udZzbenicima iz statistiCcke mehanike.

Relacija (5.1) odgovara kanonskom ansamblu klasiénih sistema. Mada ¢emo
u poglavlju 7 detaljnije, kroz zadatke, razmatrati sisteme sa izrazito kvaninome-
hanickim svojstvima i u ovo poglavije je ukljufen izvestan broj zadataka koji se
odnose na takve sisteme koji se od klasi¢nih razlikuju jedino diskretnoséu svojih
energetskih nivoa.

Pretpostavimo da je svaki sistem ansambla okarakterisan energetskim spek-
trom Ey, Ep, ..., En, ..., a svaki energetski nivo E, izvesncm degenerisano$¢u ly,
gde je /, neki pozitivan broj. Fizicki, degenerisanost energetskog nivoa odgovara
mogucnosti da sistem moZe da se nade u nekoliko (/) razliditih stanja sa istom ener-
gijom. Statisticka suma ansambla odredena je relacijom:

En

Z=Z I" 8_3‘? L] (5-4)
n
ako se sumira po svim energijama sistema, ili relacijcm:

S
Z=D e T, (5-5)
7

ako se sumira po svim moguéim stanjima sistema. Pri tome, odnos:

] e—Enlkr
Wy = A—E— (5.6)
moZemo da tumadimo kao verovatno¢u da pri slu¢ajnom izboru jednog sistema; iz
ansambla odaberemo sistem koji u tom trenutku ima energiju En. A ako postoji
jedan veliki izolovani sistem (termostat) &iji je jedan deo okarakterisan energetskim
spektrom {E;} onda odnos (5.6) ima smisao verovatnoCe da u tom trenutku taj
podsistem ima energiju E,.
Veza sa termodinamikom i u slu¢aju sistema sa diskretnim energetskim nivoima
uspostavlja se relacijom koja je identi¢na relaciji (5.3), a srednja vrednost 4 neke
velitine A4, koja zavisi od energije sistema, odredena je odnosom:

S A(E),e Fkt
A=t , 6.7)

gde je sa 4 (E;) oznatena vrednost velitine 4 kada se sistem nalazi u n-tom energet-
skom stanju,

U izvesnim uslovima kvantmomehanitka priroda sistema moZe se zanemariti
i u tom sludaju statisticke osobine sistema rafunamo po formulama (5.2) i (3.8)
umesto po formulama (5.4) i (5.7). Pokazuje se da je to dozvoljeno kada je tzv.
-termalna talasna duZina:

S A (5.8)
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znatno manja od srednjeg rastojanja medu Cesticama koje Cine sistem. Pri strogom
razmatranju uslova kada se diskretna statistitka suma (5.7) moZe zameniti integra-
lom (5.2) pokazuje se i zasto se pred odgovaraju¢im interalom pojavljuje faktor
1/NY k' &ija je uloga sa stanovista Cisto klasitne fizike neobjasnjiva. Medutim, u
dokazivanje ovih rezultata ne¢emo se upustati. MoZzemo samo da navedemo da se
na osnovu odgovarajuéeg dokaza formula (5.4), ili (5.5), moZe u izvesnom smislu
smatrati opstijom od formule (5.2).

5.1. Polazeéi od definicije za statisticku sumu Z u kanonskom ansamblu pokazati
da je tacan sledeli izraz za toplotni kapacitet pri stalnoj zapremini:

CV:['aiT (kTZ%mZ)]V. (5.9)

Resenje

Navedeni izraz moZe se verifikovati polaze¢i od definicije za statisticku sumu
(5.2) ili od definicije (5.4), odnosno (5.5). Posto se formula (5.4) moZe u izvesnom
smislu smatrati opstijom od formule (5.2), onda ¢emo izraz (5.9) proveriti polazeci
od definicije (5.4). Srednja energija sistema sledi prema formuli (5.7):

. fie . 1
E=—TS E,l e85, ( E_).
z% b=t

ZapaZamo da se gornja relacija moZe zapisati i u obliku:

Ez_amz’ (5.10)
op
5to se na osnovu operatorske jednakosti:
O 0T 0  ,r2 0
B oBoT oT
moZe transformisati u oblik:
E= k TZ m_z_
oT

Srednja energija sistema E odgovara unutrasnjoj energiji U, koja je kao termo-
dinamitka veliina bila razmatrana u prvom poglaviju.
Prema relaciji (2.18) nalazimo:

c=(29) ~(2E) [ 2 (e 2 7)) .
oT |y \oT /]y |OT oT v
§to je i trebalo da se pokaZe. Citaocu se ostavlja za samostalnu verbu da proveri
da bi se isti rezultat dobio i kada bi se srednja energija ratunala pomocu formule

(5.2), imajudi u vidu da su operacije integraljenja po faznom prostoru i difenciranja
po T komutativne.



133

5.2. Jedan sloZeni sistem sastoji se od podsistema A. B, C, ... koji medusobno
slabo interaguju. Sistem, sa podsistemima, nalazi se u toplotnoj ravnote?i sa okolinom.
Pokazati da su statisticka suma sistema i slobodna energija odredena formulama:

ZasBic- o =ZpyZpZc- - -, (5.11)
FA+B+C---=FA+F_3+FC+' -y (5.12)
gde suZa, Zg, Ze, . . . i Fa, Fg, Fo, . . . statisticke sume i slobodne energije podsistema
A, B, C,. .. respektivno.
ReSenje

Pretpostavimo, radi jednostavnosti, da energetski nivoi Eax, Eg;, Ecms . - -
podsistema A4, B, C, ... nisu degenerisani, tj. da svakom nivou odgovara samo
jedno moguée stanje podsistema. U tom sluéaju njihove statisti¢ke sume slede prema
formuli (5.4):

Z =7 e PEax,
k

Zp=3 e FEal,
i

Zc-= z E—BECF’!,
m

Posto podsistemi slabo interaguju stanje sistema je potpuno opisano skupom
brojeva (k, I, m,...), a energija sistema priblizno je jednaka zbiru energija:

Egp+ Egi+ Ecp, +
Na osnovu toga statistitka suma sistema jednaka je:
ZArBiC... = z Z z e~ B(Eg+Ep +Ecpy +++)

cz z z. . oe~BEgr o—PREp; p~BECHy: -+
1
=3 e~PEay e FEp S ePEcme .. =Z4ZpZc- - -,
k i m

&ime je jednakost (5.11) dokazana,

Imajuéi u vidu definiciju slobodne energije (5.3) jednakost (5 12) jednostavno
sledi izjednadavanjem ]ogaritama leve i desne strane relacije (5.11) i mnoZenjem istih
sa —kT.

5.3. Idealan gas od N jednoatomskih mofeku!a nalazi se u kontaktu sa termo-
statom temperature T. Odrediti entropiju i termicku i kaloricku jednacinu stanja ovog
sistema. Pretpostaviti da je u pitanju klasi¢an idealan gas i u relativistickom'i u kvant-
nomehaniclkom smislu, tj. pretpostaviti da su brzine molekula daleko manje od brzine
svetlosti i da je srednje rastojanje medu molekulima daleko vele od odgovarajuée
termalne talasne duZine [vidi formmlu (5.8)).
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Refenje

U idealnom gasu molekuli medusobno ne interaguju i hamiltonijan sistema
moZe se pisati u obliku zbira kinetickih energija K;(i=1,..., N) molekula i po-
tencijalne energije Uy(g;) (j=1,....,3N), u nekom spolinjem polju. Radi jedno-
stavnosti pretpostavimo da je U,,=0. U tom slu¢aju dobijamo:

N 2

HeS Ki= > -

i=1 2m

gde je p; intenzitet impulsa i-tog molekula, a m je masa molekula.

Oznadimo sa ¥ zapreminu koju zauzima gas i uvedimo Dekartov koordinatni
sistem x, y, z. U tom slu€aju element faznog prostora d v moZemo pisati u obliku:

d‘r=dx, dy! dzl dxz' * 'dzN@lx@ly @1:@2:{' * "#’NZ’

gde su x4, ¥4, Zi i Piz, Prys Diz Prostorne i impulsne koordinate i-tog molekula,
respektivno.
Statisticku sumu sistema nalazimo prema formuli (5.2):

] BEZm
zN!hmfe =

Pokto hamiltonijan ne zavisi od prostornih koordinata onda ¢e odgovarajuca inte-
gracija davati samo faktor VM u gornjem izrazu za Z:

NPI
2m

S druge strane, otigledno je:

Pi=Ph+pl +ph,
tako da se izratunavanje statistitke sume svodi na refavanje 3 N integrala oblika:

4o 2
.l
f e 2mdp, (I=x,y,2),

a ovo je upravo Poasonov integral (1.25) sa d’.i-'-i-ﬁ—. Prema tome odmah moZemo,
m

da piSemo konafan izraz za Z:

iN l l V N 13
VN2 S B . [ 5;
Z=yN@mmkT) 2 sy N!(lz’-) (5.13)
gde smo iskoristili oznaku (5.8) za termalnu talasnu duZinu.

Slobodnu energiju nalazimo po definiciji (5.3), koriste¢i dobijeni izraz za
statisticku sumu:
F=—kTNInV+kTNIn 2%+ kT In N
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Pretpostavljaju¢i da je N>1 moZemo da iskoristimo Stirlingovu formulu (1.21)
i da slobodnu energiju napifemo u obliku:

F=—kTNln ———kTN. (5.14)
N3

Entropiju idealnog gasa moZemo da odredimo prema termodinamitkoj relaciji
(2.25) i prema prethodnom izrazu za slobodnu energiju:

-2 Nk+Nkm 2, (.15)
2 N3,

a ovo je poznata Sakur-Tetrodeova jednacina (Sackur, Tetrode).
Termitku jednafinu stanja takode nalazimo koristeéi relacije (2.25) i (5.14):
ps_N”;TﬂkT, (nzﬁ) (5.16)

Kalori¢ku jednadinu stanja moZemo da odredimo pomoéu termodinamitke veze
(2.26) i formule (5.14), 3to se svodi na jednostavno diferenciranje sa rezultatom:

U-=% NKT. (5.17)

Citaocu preputamo za samostalnu verbu da proveri da iz formula (5.10) i
(5.12) sledi ista kaloricka jednatina stanja.

5.4. Posmatrati sistem Cestica koje se kreéu tako da je veza izmedu njihove
energije e i intenziteta impulsa p data medusobno inverznim relacijama (tzv. disper-

zionim relacijama).
e=f(p) i p=/"1()

Ako se ove Cestice nalaze u termostatu temperature T i medusobno ne interaguju naci
verovatnolu da energija jedne Cestice bude izmedu ¢ i e+-de. Primeniti dobijeni rezultat
u slucaju kada je a) e=p?|2m (klasitna nerelativisti¢ka estica) i b) e=cp (ultra-
relativisticka Cestica).

Refenje

Jednu Cesticu moZemo zbog slabe interakcije sa ostalim Cesticama da posma-
tramo kao element kanonskog ansambla i da iskoristimo formulu (5.1) u obliku:
1 e FH

W =y (5.18)

gde je H hamiltonijan jedne Cestice. Prema uslovu zadatka sledi jednakost H=e.
Ako fazni prostor jedne &estice podelimo povrima konstantne energije tako da je:

dt =6_'r de,
de
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onda statisticku sumu, tj. faktor normiranja u formuli (5.18), moZemo pisati ‘u
obliku:

1 ot
Z=— | et _—_de, 5.19
=/ : (5.19)

Ovde smo sa 7 i a—T oznatili respektivno zapreminu i odgovarajuéu povriinu u
€

faznom prostoru, ogranifenu sa povrsi konstantne energije (vidi formulu (3.13))
U tom slufaju velicinu:

1 8
B Z

t o1
—d 5.20
e " (5-20)

mo¥¢mo da interpretiremo kao verovaincéu da Cestica ima energiju izmedu
€l etde.

Ako je energija funkcija samo intenziteta impulsa e=f(p), onda je jasno da
su povrsi konstantne energije sferno simetri¢ne, pa na osnovu toga dobijamo:

ey 2 p - pgp, Losmryer O,

gde smo sa ¥ oznatili zapreminu u kojoj se nalazi sistem Cestica.
Prema tome, nalazimo izraz za verovatnotu da Cestica ima energiju izmedu

eiefde:
e~Pe[f-1(e)]2 L~ df_ (®)
dWN:. p- de, 5.21)
[erirorOa '
J de

gde se pojavljuje integral po svim mogué¢im energijama, §to odgovara integraciji po
&itavom faznom prostoru.

a) U sludaju klasi¢ne Cestice veza izmedu impulsa i energije je p=}2me,
pa na osnovu prethodne opSte formule nalazimo:

ef¢) e de
f e~fc)cde

o

dW =

Integral u imenitelju moZe jednostavno da se svede na I' funkciju (vidi formulu

(1.26):

| o cl
feﬁ‘]/_de_ﬁ—f e tt'ladt— r(z),

32
! g
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tako da dobijamo:
AW — _e®Vede (5.22)
KTy T (%)

b) Sli¢nim postupkom kao pod a) moZemo naci da je verovatnoca da ultra-
relativistitka Cestica, kao komponenta idealnog gasa, ima energiju izmedu ei etde
jednaka:

;. e Peg2de _ e Beg? e
IPT@) 2(Ty

gde smo iskoristili injenicu da je I' (n-+1)=n! ako je n prirodan broj.
Srednje energije Cestica nalazimo po formuli:

, (5.23)

E=f edW,
na osnovu &ega dobijamo:
_aF o ener(3)
e f cebe)ede-—— L —kT (529
o )
. 2 2
u sludaju klasicne Cestice, i:
_— s 4
= ! ee"‘“ﬁ‘e‘ds=-(—@ e =3kT (5.25)
20Ty J kTy2

u sludaju ultrarelativistitke &estice. Prilikom izratunavanja prethodnih integrala
opet smo iskoristili definiciju I' — funkcije (1.26) i njenu osobinu I' (x+1)=x I" (x).
5.5. Pokazati da najverovatnija energija idelnog gasa od N nerelativistickik

molekula nije jednaka zbiru najverovatnijih energija molekula. Da li je srednja vrednost
energije gasa jednaka zbiru srednjih vrednosti energija molekula?

ReSenje

Pretpostavljajuci da se radi o idealnom gasu klasi¢nih nerelativistiCkih estica
najverovatniju energiju jedne festice moZemo naci koriste¢i refenje prethodnog
zadatka, sa zahtevom da verovatnoca (5.22) bude maksimalna. Prema tome, tra-
Zimo e za koje funkcija:

efe)e

o ()

w(e) =
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ima maksimalnu vrednost. Lako je proveriti da je prvi izvodgyfjednak nuli za
€
a=~;~ kT, a kako je funkcija w(e) jednaka nuli za e=0 i e—> oo i negativna

je i neprekidna, onda w (% kT ) moZe biti samo njena maksimalna vrednost.
Zakljutujemo da je:

1
Emax = —2- kT (5.26)
najverovatnija energija jedne Cestice.
Da bismo na$li najverovatniju energiju sistema Cestica postupamo kao u
prethodnom zadatku — koristimo formulu (5.1) u obliku:
1 e ®
W= I ¥
NN Z

N
gde je E energija Citavog sistema &estica (E =3 e;). Odgovarajuci fazni prostor
i=1
takode delimo povriima konstantne energije, koje su u ovom slu¢aju sferne povrsi.
Preciznije, to su sferne povr$i u impulsnom delu faznog prostora. U zadatku 3.7.
[vidi formulu (3.22)] nasli smo zapreminu dela faznog prostora ogranienog povrsi
konstantne energije:
3N

w2 3N 2N
TR —————— (2mE) 2 V”EC_,N(ZmE) 2 pN,
r(~—+ 1)
2
Na osnovu ovog rezultata nalazimo:
a 3 N
domiT dE= N(Zm) F C, WWE? " dE,
odakle sledi izraz za gustinu verovatnoce:
2 i W
e PEF 2 —BEE 2
w=s N = (5.27

Ovo je gustina verovatnofe da sistem od N Cestica idealnog gasa ima energiju
izmedu E i E+dE. Najverovatniju energiju E,,, nalazimo iz zahteva da
w(E,,,) bude maksimalna vrednost funkcije w(E). MoZemo se proveriti da je

E=(E£r-— l)kT reSenje jednaline E—:‘m 0. Podto funkcija w(E) ima slitne oso-
bine kao i funkcija w(g), zakljutujemo da je:

Em=(3TN- I)kT. (5.28)
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Poredenjem rezultata (5.26) i (5.28) zapazamo da zbir najverovatnijih energija
molekula:

N o1
S L kr=Xir
-1 2 2

nije jednak najverovatnijoj energiji sistema molekula.
Srednju vrednost energije jednog molekula nasli smo u prethodnom zadatku,

€= —kT. Na slian na&in mogli bismo da nademo i srednju energiju sistema,

N w

koriséenjem rezultata (5.27):

7 3N
fEe—ﬂf-‘E 2 '4E (kT) o (37N+ 1)
L J 3N
E~ [ Ew(EyAE~ WANY s 3my 2 D
: «nir(3)  enir(3)

(5.29)

Kao §to je trebalo i ocekivati ponovo smo dobili rezultat (5.17). Primecujemo
takode da je zbir srednjih energija:

3N
SE'S —kT—TkT

I | i=1

jednak srednjoj energiji sistema. Interesantno je i primetiti da je u sludaju N>1
najverovatnija energija sistema (5.28) Em,m—;r- kT jednaka srednjoj energiji
sistema.

5.6. Odrediti termicku jednalinu stanja za sistem éestica koje se kreéu tako da
Je veza izmedu energije i intenziteta impulsa data relacijom e=f (p). Pretpostaviti
da se sistem nalazi u kontaktu sa termostatom temperature T i da éestice medusobno
zanemarljivo slabo interaguju

Refenje

Posto estice zanemarljivo clabo interaguju hamiltonijan sistema je odreden
zbirom energija Cestica:

€.
1

M=

)

i

U tom slu€aju statisticku sumu (5.2) moZemo da piSemo u obliku:

N
1 —B T &
e ] pBH o S
thﬂNf i hSN [ f et
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gde smo, kao i u zadatku 5.3, iskoristili ¢injenicu da e~## ne zavisi od prostornih
koordinata Cestica tako da odgovarajuca integracija daje jednostavno faktor V¥,
gde je V zapremina u kojoj se nalazi sistem &estica. Ofigledno je da je gornji vise-
struki integral jednak proizvodu od N identi¢nih trostrukih integrala:

T I I e dodoy dpe- [ et

Prema tome, nalazimo:

o N
[‘“‘V [ oo dp] : (5.29)
0
a odavde dobijamo pritisak sistema po formulama (2.25) i (5.14):
az
oF
P= T kTIn kT—.
oV [ - A

Podto je:
9Z_1 N[4=m¥V f e=B/0) p2 dp N=_j!z,
oV N!'V h3 4
0

kona¢no dobijamo termifku jednadinu sistema:
N
=—kT, 5.30
pe (5.30)

bez obzira na konkretan oblik funkcije f(p). Veza izmedu energije i impulsa Zesto
se, kao $to je ve¢ spomenuto u zadatku 5.4, naziva disperziona relacija. Rezultat
(5.30) je veoma interesantan ,jer pokazuje da termitka jednalina stanja ima isti
oblik i za klasi&ne &estice (e=p2/2 m), relativistitke (e=c Jp2-+-m,? ¢2), ultrarela-
tivistitke (e=c p) i za Cestice sa proizvoljnom disperzionom relacijom (na primer,
e=egg-}-o¢ p* gde su eg, o i 5 konstante). Naravno, ne treba da zaboravimo da je ova
univerzalnost jednacine stanja dobijena pod pretpostavkama da je interakcija medu
Zesticama zanemarljiva i da je primenljiva formula za klasi¢nu statistitku sumu (5.2)

5.7. Dat je gas koji se sastoji od medusobno neinteragujucih éestica kod kojih
Jje veza izmedu energije Cestice e i intenziteta njenog impulsa p oblika e=eo+a p3,
gde su ey i o konstante. Nali statistiCku sumu ovog gasa i na osnovu toga izralunati
koliki rad vrsi jedan mol ovakvog gasa pri adijabatskoj ekspanziji iz stanja u kome je
zapremina sitema V1 i temperatura Ty u stanje u kome je zapremma V,. Kolika je
temperatura gasa nakon ekspanzije?



141

Resenje

Pretpostavljajuci da je gas u toplotnom kontaktu sa termostatom temperature
T moZemo neposredno da upotrebimo formulu (5.29) dobijenu u prethodnom
zadatku:

1 [4=nV N

=— | ——— —B (g¢t+ap?) p2

N![ = [ r 40] :
0

Podto je u ovom slutaju p?dp = 3—8 zgodno je predi na integraciju po energijama:
o

v & N N
=_l_ ﬂf{ﬁ de z_l_ ﬂkj‘e'}%
N!|3ak? NU|3ah® ’
£y

a odavde nalazimo, prema obrascu (5.2), slobodnu energiju:

Fe —kTNIn| 2= p7|4 Ne kT M.
3ab®

Jednostavnim diferenciranjem [p= — (ﬂf'—‘) ] lako je proveriti da i u ovom
x

slu¢aju dobijamo istu termifku jednacinu stanja (5.30). Ako je u pitanju jedan mol
gasa onda je N Avogadrov broj, pa je Nk=R odnosno:

pV=RT,

gde je R univerzalna gasna konstanta.

Posto nas interesuje adijabatski proces, tj. proces pri kome entropija sistema
ostaje konstantna, nadimo prvo izraz za entropiju:

o h?

S=-(‘-’—F) — Nk |2 ket - Nk 4k AL
oT ), 3

Prime¢ujemo da su poslednja dva &lana u ovom izrazu konstantna, tako da se uslov
S=const. svodi na:

VT = const.

Dakle, kod ovog gasa proizvod zapremine i temperature pri adijabatskom (i kvazi-
statikom) procesu ostaje konstantan. Odatle lako nalazimo temperaturu nakon
ekspanzije:
Lok
Vz
Rad koji je sistem izvr8io nalazimo po opstoj formuli (2.2):

dA=pdV
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odakle sledi:
fpdV f—dV ff?EdeRT v, (iHi).
v, v,

gde smo podintegralnu funkciju pomnofzili sa jedinicom u obliku ¥V/¥ da bismo
konstantu TV=T, V, izvukli ispred integrala.

5.8. Relativisticki idealan gas nalazi se van polja spoljnih sila. Posmatrajuéi
Jedan molekul takvog gasa kao sistem u slaboj interakeiji sa termostatom koji &in>
ostali molekuli, na¢i broj sudara u jedinici vremena o jedinicu povrSine suda u kome
se gas nalazi. Rezultat izraziti pomocu funkcije:

J@)= [ eV x2qy,
0

Resenje
Verovatno¢u, koja sledi iz formule (5.1):

~Ge

_ﬂ, (5.31)
[etedx

gde je e energija jednog molekula, moZemo interpretirati kao odnos dn/n

broja molekula u jedinici zapremine ¢&ije su generalisane koordinate i generalisani

impulsi sadrZani u elementu faznog prostora dv=dV dpx dpy dp., prema ukupnom

broju molekula u jedinici zapremine. Po$to e ne zavisi, po pretpostavci, od prostornih
. koordinata, zgodno je »prosumirati« verovatnoéu (5.31) po svim moguéim koordi-

natama, 8to se svodi na integraciju po d¥ sa rezultatom:

e~# dp, dp, dp, e~ p?sin6dp dfde _dn
tw w ot “w ® 2n =—
[ ] [ et dpdpdp, [ [ [ epsin0dpdbde

Dobijeni rezultat treba tumatiti kao odnos broja molekula jedini¢ne zapremine,
koji imaju intenzitet impulsa izmedu p i p--dp i koji se kre¢u u praveu koji leZi u
prostornom uglu sin 0 d 6 d ¢, prema ukupnom broju molekula u jedinici zapre-
mine.

Ako se ugao 6 meri u odnosu na normalu na posmatrani element povriine
zida suda, onda pri ratunanju broja sudara molekula o taj element moZemo da
izvr§imo integraciju poslednjeg izraza po azimutalnim pravcima, tj. po uglu ¢
Na taj nalin nalazimo izraz:

e Pep2gin 0 dp d9 dn’
2 f e~fep dp

(5.32)

n



143

koji predstavija odnos broja molekula jedini¢ne zapremine, koji imaju intenzitete
imulsa izmedu p i p-}-dp i pravac kretanja izmedu konusa sa uglom 26 i konusa sa
uglom 2 (6--d 6), prema ukupnom broju &estica u jedinici zapremine. Broj sudara
takvih molekula o jedinicu povriine u jedinici vremena jednak je njihovom ukupnom
broju u zapremini vcos 0, odnosno:

dv=dn' vcosH, (5.33)
gde je v brzina molekula. Odavde dobijamo ukupan broj udara:

s
2
=fdv,
0

gde se integracija vrii samo do 3=%, posto ofigledno pretpostavljamo da se mo-

lekuli nalaze samo sa jedne strane zida suda.

Gornje formule [(5.31), (5.32) i (5.33)] vaZe za molekule sa proizvoljnim za-
konom disperzije e=f(p). U slutaju relativistickih molekula mase mirovanja m,
postoje sledece veze:

e=clVp*+m?c?, v= s o

Vremie:
tako da prema pomenutim formulama nalazimo:

} _pdp
Vo +mg 2

f {ePeVTraa

Y=

4

of e~ P Vriimad p*dp

Smenom p=m, ¢ £ imenitelj gornjeg razlomka moZemo odmah da predstavi-
mo u obliku:

f e PVPImi e p2 dp — J (B m, ).
0

Integral u brojitelju, koji ¢emo privremeno da oznatimo sa B, moZemo da refimo
smenom z=/E2—1, stavljaju¢i najpre p=m, cE:
=f {e—llmczz} _(EZ_"MLI e—Bmyciz (zz l)dz M eBmc?
z (B, )’

1

gde smo poslednji integral redili metodom parcijalne integracije. Prema tome, na-
lazimo traZeni broj udara o jedinicu povrSine u jedinici vremena:

e—Brmoc?

—-—(BmDC’) (1+Pmye?) ———— TG
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5.9. Posmatrati sistem opisan pomocu klasiéne statisticke mehanike, tj. takav
sistem dija termodinamicka svojstva slede iz statisticke sume (5.2). Pokazati da je:

a) sredvija kineticka energija po stepenu slobode jednaka % kT ukoliko je kineticka
energija homogena kvadratna funkcija generalisanih impulsa i b) ako su q; i g;
dve proizvoljne generalisane koordinate sistema onda je
ouU,
0g;

gde je 3; Kronekerov simbol (8;=0, i#j; b;=1, i=j). Ovde je U, potencijalna ener-
gija sistema za koju ¢emo pretpostaviti da postaje beskonacno velika na granicama
mogudih yrednosti g,. Relacija (5.34) Cesto se naziva teorema o ravnomernoj raspodeli
(ekviparticiji) energije po stepenima slobode.

=kT3;

i

(5.34)

q;

Resenje

Pretpostavimo da se hamiltonijan sistema moZe pisati u obliku zbira potenci-
jalne energ’je Uy, knja zavisi samo od generalisanih koordinata, i kineti¢ke energije
K, koja zavisi stamo od generalisanih impulsa:

H=U,+K.
Primetimo da je u tom slufaju tacna sledeca relacija:
oU, e~BH _ —ki"i (eBH),

0 9 o q;
tako da moZemo pisati:

al-c[q ‘;“ ePEdr ch,[ T—(e f*”)]dn

gde smo sa C skraceno oznatili faktor 1/N1hfZ (prctpoetavijajuéi da sistem sadrZzi
N identi¢nih &estica). Ako sa d 7 oznatimo element zapremine potprostora,
faznog prostora takav da je:

dT=dqde(ﬂ,

onda poslednji integral moZemo uprostiti metodom parcijalne integracije:
au o
“’ Cka [-ge ﬁff] qu, 9 ¢~ ﬁ”]dru,

4
Minimalnu i maksimalnu moguéu vrednost ¢, oznatili smo sa g, i g,, respek-
tivno. Pofto smo pretpostavili da je U,(g,)=U,(gy) = + onda je ¢ *H=0
za odgovarajuce vrednosti ¢, tako da je prvi sabirak u gornjem izrazu jednak

nuli. S druge strane, otigledno je :;?Q_‘:s;,, odakle sledi:
g;
— 7
i U":CkTSUfe*ﬁHd‘r=kT8,,

q;
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posto je:
Cf e PHir-1,

&ime je tvrdenje b) dokazano.
Na potpuno analogan nacin mogli bismo da dokaZemo sledecu relaciju:
p;a—K=kT84,. (5.35)
Dy

gde su p; i p; generalisani impulsi. Naravno, u tom slucaju je Pm—=—00 i ppr=-—c0.
Ako se pretpostavi da je K homogena funkcija drugog reda po generalisanim
impulsima:
K@Apys-oosApp - )=NK(py - s P1s -+ ),

$to je u specijalnom sluCaju:
!
K= Z‘ a;p?, (a;=const.),
=1

svakako tacno [fje broj stepeni slobode sistema; vidi formulu (5.1)] onda je prema
Qjlerovoj teoremi 0 homogenim funkcijama tana sledeca relacija:
f 0K
Z pl' — 2 K.
=1 op

Prema dobijenim rezultatima nalazimo:

&ime je tvrdenje navedeno u zadatku pod a) dokazano.
Primetimo da ako hamiltonijan sistema sa f stepeni slobode ima oblik:

S
H=73 (4 p?+b,g7), (q=const, b,=const), (5.36)
i=1

da tada prema dokaznim tvrdenjima sledi izraz za srednju energiju sistema:
H=fkT. (5.37)

Ova relacija predstavlja u eksplicitnom obliku tzv. zakon o ravnomernoj raspodeli
energije po stepenima slobode, prema kome svakom stepenu slobode odgovara
srednja energija od —2]- kT. Prema relaciji (5.36) zapaZamo da se pri tome pod brojem

stepeni slobode mora podrazumevati broj kvadratnih &lanova po generalisanim koordi-
natama i impulsima koji se pojavljuju u hamiltonijanu sistema [u slu€aju primera
{5.36) taj broj je jednak 2f].

10 Fizika
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5.10. Sistem se nalazi u stanju toplotne ravnotefe sa okolinom. Dokazati da je
srednje kvadratno odstupanje (disperzija) energije odredeno relacijom:

(E-Ey:=kT?Cy, (5.38)
gde je Cy toplotni kapacitet pri stalnoj zapremini. Na osnovu ovog rezultata pokazati

da se energija makroskopskog sistema u stanju toplotne ravnoteZe moZe smatrati
konstantnom.

ReSenje
Primetimo pre svega da je tatna sledeca relacija:

E-Ep-F-F,

kao i da smo u zadatku 5.1. odredili jedan opéti izraz za srednju energiju:

Fo_O0nZ
op
Srednju vrednost kvadrata energije E2 nalazimo po definiciji (5.7):
— 1
E2=— E2l e BEn,
z g n n

Zapaamo da se poslednja suma moZe zapisati kao drugi izvod statistitke sume

- 1
5.4 nlj =—!
(5.4) po promenljivoj B T

Prema tome, nalazimo:

?-EZ—;— %zﬂ—f—(;é(an))z

ST mt Nt e

a ako iskoristimo operatorsku jednakost:

konaéno dobijamo:

= == 2 E
' (E-Ey<=E*-E =kP%=kﬂCV.
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‘Ovde smo, radi jednostavnosti, pretpostavili da je u pitanju termomehanicki sistem,
pa smo prema formuli (2.18) parcijalni izvod srednje energije g—g izjednadili sa

toplotnim kapacitetom pri stalnoj zapremini. Naravno, dokazana formula (5.38)
je tatna u opstem sludaju. Na primer, u sluéaju magnetnih sistema parcijalni izvod

g—i mogli bismo da tumafimo kao toplotni kapacitet pri stalnoj magnetizaciji
sistema M (i pri stalnoj zapremini):
U slucaju sistema koji se mogu opisati pomoc¢u klasiCne statisticke mehanike

vazi zakon o ravnomernoj raspodeli energije po stepenima slobode (vidi zadatak
5.9), tako da je srednja vrednost energije proporcionalna broju stepeni slobode:

E~fT
Prema tome, zakljufujemo da je:
Cyf“-_ﬁ
pa prema dokazanoj relaciji (5.38) dobijamo:
(E—-E):~kT2f.

Dakle, mogli bismo da zaklju¢imo da ukoliko sistemn ima viSe stepeni slobode
utoliko su veéa odstupanja od srednje vrednosti energije. Medutim, oéigledno je
da realni znataj imaju relativna odstupanja, pa zato treba posmatrati veli¢inu:

(E—Ep 1

e Vf
koja je prema prethodnim rezultatim obratno proporcionalna korenu iz broja ste-
peni slobode,
Ako se pretpostavi da su srednja energija sistema i toplotni kapacitet propor-
cionalni broju &estica N koje tine sistem, tj. ako se prihvati da je f~ N, onda prema
formuli (5.38) nalazimo:

Poito je za makroskopske sistem N reda velidine 102 zakljudujemo da se fluktuacije
energije — odstupanja energije sistema od njene srednje vrednosti — za takve si-
steme mogu zanemariti, te se energija moZe smatrati konstantnom.

Citaocu se prepusta za samostalnu vezbu da na sli¢an nain dokaZe formulu:

(E—EP=#k2 [T" (_a&) +27 C,,],
oT |y
gde se opet radi jednostavnosti pretpostavlja da je sistem termomehanicki.

10*
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5.11. Sistem od N Cestica nalazi se u magnetnom polju . Ako Je magnetni
moment svake (‘:'em'ce_[,; takav da se moZe orijentisati samo u dva pravca — paralelno

-
i antiparalelno polju 6, onda su odgovarajuéi energetski nivoi svake Cestice —p. 6
i -} Y%6. Pretpostavijajuéi da se sistem magnetnih momenata nalazi u toplotnoj ravno-
tezi sa okolinom, kao i da magnetni momenti medusobno ne interaguju, naci odgova-
rajuéu statisticku sumu, slobodnu energiju, entropiju i srednju vrednost ukupnog mag-
netnog momenta i njegovu disperziju.

Refenje
Posto se zanemaruje interakcija medu magnetnim momentima onda se svaki
magnetni moment moZe smatrati kao podsistem u kontaktu sa termostatom tem-
perature 7' i moZe se primeniti rezultat zadatka 5.2, koji za ovaj slu¢aj dobija oblik:
ZN — Z‘lv’

gde je Z; statistitka suma jednog magnetnog momenta, koja je prema formuli
(5.5) jednaka:
Z, = BuTE) e~ Pr =2 ch (BuY0).
Prema tome, nalazimo statistiCku sumu sistema magnetnih momenata:
Zy=[2ch (BpFO)1™
Odgovarajuca slobodna energija sledi prema formuli (5.3):

F= —~NkTIn[2ch (BuT6)],
a odavde dobijamo entropiju sistema:
| OF
S=— T Nk {In[2ch (BpF6)] - PuT6 th BpY6)}.
Srednja vrednost projekcije Mg ukupnog magnetnog momenta;
— N
M=73 i
i=1

na osu paralelnu polju 7 jednaka je:

;‘%I

M=

Mgy=

i

a posto magnetni momenti medusobno ne interaguju i nalaze se pod istim uslovima
onda je:

H%s N;’%.



149

Srednju vrednost u, g% nalazimo po definiciji (5.7):
_— m P _ (e~ Bw 6
g =
2ch (Bp )

=pth Bp.o%),
tako da dobijamo:
Mg = N p. th (Bp.S06).

Na osnovu dobijenog rezultata moZemo primetiti da je tatna sledeéa relacija, koja
ima i opétiji karakter:
W oF

" ;e

Disperziju veli¢ine Mgy nalazimo na slitan nadin:

e e EN — 2 N . N -
(Mgg— M ge)* = El (g — P-:%)] -~ ;1 (g — tige) le (g6 — wop)-

Posto magnetni momenti medusobno ne interaguju onda je tatna i sledeca relacija,
kada je i#j;

(56— g0 (g — o) = (ge — o) (ot =
~ (g5 (56—t 50 =05
tako da nalazimo:
(M=M= 3 o)
Srednja vrednost kvadrata Ef% je otigledno jednaka p.2 posto je to jedina moguca
vrednost veli¢ine pf%. Prema tome, konatno dobijamo:

T —— T NP_Z
Mei6— Mg)? = N p2 [1 — th? -
(M6~ M) = N p* [1 - th? (BuD0)] e @uS0)

MozZe se zapaziti da odstupanja od srednje vrednosti rastu sa porastom tempe-
rature okoline i to tako da je maksimalno odstupanje jednako N p2.

5.12. Pokazati da je srednja vrednost projekcije vektora polarizacije P idealnog

gasa od N molekula, na pravac spoljneg elektriénog polja E odredena izrazom:

= N bE\ kT -
Sty hie—e] e =
F Vb{m (kT) bE]’ G=1oD.

gde je b dipolni moment molekula, V je zapremina gasa.
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Refenje

Potencijalna energija dipolnog momenta b u elektritnom polju E jednaka je:
= u-b;-'}-E"u —bEcosh,

gde smo sa 0 oznatili ugao izmedu vektora b i E. Poto molekuli medusobno ne
interaguju onda veli€inu:

e-Ped() e Besinfd0d
dW = — : ®_ (5.39)

e
Ie .dQ fdcpfe““smﬂdﬁ

moZemo da interpretiramo kao verovatnocu da jedan dipolni momenat bude orijen-
tisan u prostornom uglu d Q, nezavisno od orijentacije ostalih dipolnih momenata.

Neka se pravac vektora E poklapa sa praveem z-ose i neka su b,, b, i b, pro-

jekcije vektora E na koordinatne ose x, y i z respektivno. Tada su o€igledno srednje
vrednosti b, i b, jednake nuli:

2n «©

2 £
E,zf“ fbsinﬁcosq:dW=0 i F,=f fbsinﬁsinepdw,
1] (1] 0

§to se moZe lako proveriti koristeci eksplicitan izraz za d W i Cinjenicu da su integrali
od sinusne i kosinusne funkcije u intervalu [0,2 7] jednaki nuli.

Srednja vrednost z-projekcije dipolnog momenta jednaka je:

2n w

f f beos B ePbEcosOsinOdBdg

B, ffbcosBdW= —

f _f ebbEcos® smﬂdﬂdqa

Ovaj izraz se moZe pojednostaviti integracijom po uglu ¢ i smenom cos 6=ux:

xe** dx

3
R . (@=BbE).
)

e dx

ZapaZamo da se integral u brojitelju moZe predstaviti kao izvod integrala u ime-
nitelju po a, koji je jednak:

1
f Fe 2 dlig
a
'
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Na osnovu toga nalazimo:

52 [In (i sha) ] ~ctha——>-. (5.40)
da a a
1
Izraz cthx—— &esto se naziva LanZvenova funkcija (Langevin). Posto molekuli
x
ne interaguju onda je srednja vrednost ukupnog dipolnog momenta jednaka:

Nb,.
Polarizac'ja-f’ je definisana kao dipolni moment po jedinici zapremine. Prema tome,
konatno dobijamo izraz za srednju vrednost projekcije polarizacije u pravcu elek-

tri¢nog polja:
P25,y o (2) A1),
vV Vv kT|! bE

Navedimo, na kraju, formalan na¢in po kome iz formule (5.1) sledi formula
(5.39). Pre svega, posto su molekuli nezavisni ima smisla primeniti formulu (5.1)
za svaki molekul posebno. Ham'ltonijan jednog molekula jednak je:

Paz pwz
H=K, +=+— 2% ___ Ebcos®, (5.41)
21 27sin?0

gde je K,, kineticka energija translatornog kretanja molekula, pe? i p,,? su generalisani
impulsi koji odgovaraju prostornim uglovima 6 i ¢ kao generalisanim koordinatama,
a I je glavni moment intercije molekula. U tom sludaju element faznog prostora
bio bi:
dv=dx dy dz dp, dp, dp, d0 d ¢ dps dp,,,

a velitinu, koja sledi iz formule (5.1):

e RHJr
[e®Hdr
moZemo da tumatimo kao verovatno¢u da reprezentativna tacka u faznom prostoru
leZi u elementu zapremine d . Medutim, poSto nas u ovom zadatku interesuje
samo orijentacija molekula u prostoru, tj. orijentacija njegovog dipolnog momenta,

onda moZemo da »prosumiramo« verovatnoce (5.42) po svim irelevantnim veli-
&inama, §to se svodi na integraciju:

[ f oo [ ][ (f Eve) orinnanae. o
v -

da bi se dobio izraz koji odreduje verovatnotu da molekul bude orijentisan u pro-
stornom uglu sin 0 40 dg. Citaocu se ostavlja za samostalnu vezbu da proveri
da integrac’ja (5.43), pretpostavljaju¢i hamiltonijan oblika (5.41), gde je:

dW= (5.42)

daje u rezultatu formulu (5.39).
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5.13. Gas se sastoji od N molekula &ije su sile medusobnog delovanja centralne,
tako da je odgovarajuda potencijalna energija Citavog sistema predstavljena izrazom:

N N
Upzz Zu(ru),

im1 j=1
i#

gde je ry intenzitet radijus vektora izmedu i-tog i j-tog molekula. Pokazati da je pri-
tisak gasa odreden izrazom:

N 1 ou
_ _ 11 el : 5.44
P = kT 6 (V) = rg(r)d’r (5.44)

gde je g(—;) tzv. dvolestitna korelaciona funkcija definisana relacijom:

N ff e—BUpd'"’;;d’;:- --d’?N
g(r,)="V? g i
f---f e"avpﬁrl d3f2d3f3' . "dsrﬂ

Vektori _;1, ;;, wwrey ;; odreduju poloZaje molekula gasa, a V je zapremina gasa.

Refenje
Pritisak gasa u opstem slu¢aju odredujemo prema formulama (2.25) i (5.3):
() ), e
oV |r oV oV

gde je Z statisticka suma gasa:

Nthmf f"_m””"’dsﬁ”'d’md’h -dpy=

th—l—;\'g-‘ﬁ faacfe_eupds;:' 7 'd’;‘;u
¥ v Vv

Ovde smo pretpostavili da je kinetitka energija sistema K jednaka zbiru kinetickih
energija molekula:

(5.46)

N
K=3 P
i=1 2m

i u integralu statistitke sume odmah smo izvrSili odgovarajuéu integraciju (vidi
zadatak 5.3).
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Da bismo odredili izvod %Ig’ uvedimo sledecu transformaciju promenljivih

velitina:

B —

ri=ar/, i=1,2,...,N,

gde je a parametar za koji ¢emo na kraju racunskih operacija uzeti a=1. Jakobijan
transformacije je @M, a promena zapremine izraZena je relacijom V'=a-3V. U tom
slutaju moZemo pisati:

0Z [0Z da _L 20z] (5.47)
oV |0a ov Jums 08 fa-

- - — —
Z=03N f--.f e—ﬁvp(ﬂrl'...- uﬂl'N") dlrl" .. .d3rN"
20 &

Iz ovih dveju formula sledi:

07 1 1 5 K =, =
5";=-hr!—m'3_—i'[3NaSN lf'.'f e BUP d’rl ...der_

» v

N U, T
—avp ... [Z L r,] Bl T . -d’r}v] (5.48)
Vf l‘! =

f=1 ar

N N oU,
~ S 2=y [ [ | 3, 2] cvn a7,
vV v

= dr
gde je:
ﬂj:" - grad;: U,.

or;

U sluéa_]u kada potencijalna energija sistema U, ima formu navedenu u za-
datku, tana je sledeca relacija:

N oU, — oU —
=

2 2.5 =33 — Ty (5.49)

i=1 d j' k<j a ’U

§to moZemo proveriti na jednostavnom slutaju N=2, kada je Up=u (ry2), gde je:

1=V =)+ 0 = 7.V + (2 - 2,0



Za proizvoljno N moZemo metodom matematicke indukcije da dobijemo isti rezultat.
Na osnovu formula (5.45), (5.48) i (5.49) nalazimo da je:

0Z N ) ou - —-
i e B ——r,e U d3r, .« d3ry,
ov v N!l%”W! Vf ,%, or, " ! N

odnosno:

N -
p=?-kT 3VN'3\’NZI fz ——r,s‘,ie-‘“"iﬂa”rl dPry.

i<j

Visestruki integral u poslednjoj formuli moZemo da transformiSemo na slededi

nadin:
qu f rb‘e BU’dsrl diry=

f f du r'u[f [e ﬁ”ﬂd’:’, d’r, F nr-‘,fl
i<j

133N
j(} 0!‘,«1

VZ
gde smo iskoristili definiciju za korelacionu funkciju g navedenu u tekstu zadatka.
Otigledno je da u gornjoj sumi indeksi i i j nemaju posebne karakteristike, odnosno
1moZe se tvrditi da ista suma sadrzi N (N—1)/2 identi¢nih sabiraka, tj. toliko sabi-
raka koliko ima parova molekula v gasu:

N(N—-1 N' NZ 0 )
T (2 : 17 [f “(rlz 123(’:z)dr|d3r2

g(ﬂ)}d’;d’a

Na osnovu prethodnog nalazimo sledeci izraz za pritisak gasa:

_£ B I N(N—l) du(r,z) S0
P~ kT~ f f rag ) @, dr,  (5.50)
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Ako je N>1 onda moZemo pisati da je N (N—1)a~N2. Pored toga, posto
podintegralna funkcija u poslednjem izrazu zavisi samo od r,;, onda je tafna i
sledeca relacija:

ffau(r,,_) 1»'12&?(:»',2):1':'1a’!’r2 Vf ou(r) rg(r)d’r

Kori§¢enjem ove veze u izrazu (5.50) dobijamo:

Nyp 1 our) ox ny
p—VkT )fo = rg(ndr,
¥V

§to je trebalo i pokazati. ZapaZzamo da kada molekuli ne interaguju, tj. kada je #=0,
da onda gornja jednaCina predstavlja termiCku jednaCinu stanja idealnog gasa
[vidi formulu (5.16)).

5.14. Pretpostavljajuéi da je minimum potencijalne energije u (r) uzajamnog,
dejstva para molekula, u gasu zapremine V, daleko manji od proizvoda kT, u,<kT,
izracunati priblifno termicku jednacinu stanja gasa. Uporediti dobijeni rezultat sa
Van der Valsovom jednaéinom.

ReSenje
Kao i u prethodnom zadatku pretpostavljamo da ukupna potencijalna ener-
gija gasa ima oblik:
U,ﬁﬁij ,2 u(ry),
i<j

tako da za statisticku sumu mozemo da Koristimo izraz (5.46):

Integral u ovom izrazu Cesto se naziva konfiguracioni intergal i oznatava se sa Q.
U tom sluéaju slobodnu energiju gasa moZemo da pisemo u obliku dva sabirka:

F=—kTinZ=kTIn{N!22N}~kTIn Qy~
(5.51)

N123N

=kTIn |— — i-} —kTIn -—Q-H]EF1+F2

gde smo dodali i oduzeli In ¥V da bi prvi sabirak F; odgovarao slobodnoj energiji
idealnog gasa.
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Konfiguracioni integral Q,, je u ve¢ini sluajeva teSko izraCunati i zato se
upotrebljavaju razne priblizne metode raunanja. Jedna od metoda je sledeca.

DefiniS§imo nove funkcije f;; relacijom:

]_l_fﬁ—.__—_-g“ﬁ"(’lﬂ, L j=1,2, ...sN.

Veza izmedu dvolestinog potencijala u (r;) i funkcije f;; predstavljena je na slici
5.1 u sluaju tipicnog oblika funkcije u (ry).

)
ulrij)
fj}-
—=-——'|‘_F1 -‘Fj =Ty
Us L
: /\{/-
Sl 5.1

Prema tome, Q, moZemo pisati u obliku:

QN=f...f BUs BT, . -d37N-=f...f [ e d°F,- - -dry
i<j
“ [ [T Qetp @R @ [ [[14 5 dyt o | @R
i<j i<jf

tako da za drugi sabirak slobodne energije [vidi formulu (5.51)] dobijamo:

0 1 - s
F,=—kT1n{7ﬁ]=—len[ﬁf..f [HE, fu+..]d?rl..da,,N}, (5.52)

Na visokim temperaturama, kada je u,<kT, ili pri malim gustinama, kada je
re’ [(VIN)<1 (vidi sliku 5.1), mogu se zanemariti integrali od proizvoda funkcija f;,
a u gornjem izrazu za F, u srednjoj zagradi mogu se zadrZati samo prva dva ¢lana:

Fon—kT'In [*,;l;, ff[l +‘%fu]d3}:' ' 'ds?"}= (.53

=—kT1n{l ;NN(“; D pn-2 fff(r,,)d‘rld’rz} f(r)=f
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gde smo, kao i u prethodnom zadatku, visestruki integral sveli na N (N—1)/2 iden-
ti¢nih dvostrukih integrala. Iz formule (5.53) dalje sledi:

Fyn —kTln [1 +-—— fff(p)dspdsr,]

1 N
=—kTIn {1 +?? 4 ff(p) Pza'p] (5.54)
o

N[
i X 2
T{zﬂ VJf(P)P dP},

gde su iskoriScene €injenice: a) da je N> 1, paje N (N—1)asN2i b) da podintegralna
funkcija u izrazu (5.53) zavisi samo od apsolutne vrednosti radijus vektora ry,,
te je izvriena smena promenljive r_;-—r_;=;_;; zatim je zapaZeno da funkcija f(p)
veoma brzo opada sa porastom p (vidi sliku 5.1), na osnovu Cega smo za gornju

granicu integrala uzeli co umesto nekog srednjeg dijametra zapremine V i, na
kraju, iskoristili smo aproksimativou formulu:

In(l+x)~x,
koja vaZi u slu€aju kada je | x|<].

Prema relacijama (5.1) i (5.54) dobijamo izraz za slobodnu energiju:

N13N
Fﬁlen[ = ] 2x kT—mff(p)pzdp

Pritisak gasa nalazimo po formuli (2.25):

gde smo uveli oznaku ‘I’-E—};— (tzv. parametar Bogoljubova). Ako sa o oznafimo

granicu intervala u kome je f(p)a~—1 (vidi sliku 5.1) onda gornji izraz za pritisak
moz¢mo pisati u obliku:

1_— 2dp 2T 2dony
kT ff(P)P P ff(P)P P
(5.55)

e 2
ml+2?“ —-——ﬂff(p)p de.
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Dobijena relacija upravo predstavlja traZeni aproksimativni oblik termitke jedna&ine
stanja gasa.
Van der Valsova jednacina stanja ima oblik:

(p+%) O —B)—KkT,

qdnosno :
kT a

v—b 2

p::

U slu¢aju malih gustina, —< 1, gornji izraz moZemo da razvijemo u red po 1/v:
v

2
p=’£(1 +i+b—+ )-%ff[l +(b—i)i+iz+ e ]

v v y? v: oy kT/ v 2

Zanemarujudi €lanove manje od 1/v i uporedujuc¢i poslednju relaciju sa formulom
(5.55) vidimo da su fenomenoloski parametri a i b, koji figurisu u Van der Valsovoj
jednalini, na slede¢i nadin povezani su veli¢inama koje karakterisu medumoleku-
larni potencijal:

a=_2nkrj r(l—e-bu0)dr i b=

a

27 o?

5.15. U teoriji faznih prelaza od neobicne vaZnosti je statisticki sistem opisan
pomodéu  hamiltonijana:

N-1
}?g - Z J,SJS:+], (5.56)

i=1

gde su Ji konstante, a veli¢ine sq mogu imati samo dve vrednosti: +1 i —1. Ovakav
sistem se naziva Izingov model (Ising). Veli¢ina s; obi¢no se interpretira kao z kom-
ponenta spina atoma koji je fiksiran na i-tom ¢voru kristalne refetke, a za konstantu
Ji pretpostavlja se da odgovara energiji tzv. interakcije izmene medu susednim atomima.
U tom slucaju Izingov model predstavija jedan jednostavan model feromagnetnik
sistema. Odrediti statisticku sumu, slobodnu energiju i entropiju sistema odredenog
hamiltonijanom (5.56) u sluéaju kada indeks i numerise é’vorove neke jednodimenzio-
nalne kristalne reletke.

Refenje
Jedno od moguéih stanja sistema predstavljeno je na slici 5.2.

SL 5.2
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Ocigledno je da takvih stanja, koji se medusobno razlikuju samo po broju i poloZaju
suprotno orijentisanih spinova, ima ukupno 2¥. Prema tome i odgovarajuéa sta-
tistitka suma imace 2N sabiraka:
1 1 1
ZN = Z z “ea Z e"‘BH

sj=—1 s3=—1 Spyem—1

N-1 i)

1 1 1 B X Jisisiy

— 2 z - Z e i=1 -

sp=—1 sp=—1 SN=—1
Posto Izingov model opisuje u sustini jedan sistem kod koga ]e interakcija
medu podsistemima nezanemarljiva, Stavile ova interakcija je i pnmama onda
je prihvatljivo pretpostaviti da je H=0 kada je N=1, odnosno moZemo pretpo-
staviti da je:

Z,=2 (5.58)

Statistitku sumu Z, odredi¢emo pomocu rekurentnog obrasca. Primetimo
da iz formule:
: : : giz‘ri"iiu
Zys= 2, 2 e i=1
Sl-—l 82-—] "]\(._1—--]
i iz formule (5.57) sledi relacija:
1
Zy=Zy_, 3 ePIN-1iN-in,
Spr=—1

Zy=2chBIy_DZy_,,

gde smo uzeli u obzir da proizvod sy_, 5y ima samo dve moguce vrednosti: +1 i
—1. Poslednju formulu moZemo pisati i u obliku:

odnosno:

2N _2ch By,
. Zy_y
odakle nalazimo:

H ——=H 2¢ch (BJiy),

=2 Zy =2
ili, ako se uzme u obzir rezultat (5.58):
Zy=2Z,2" [1 ch(@J,_)=2" I_I ch (BJ._))-
i i=2

Slobodnu energiju sistema dobijamo po formuli (5.3)

F=—-NkTIn2—kT z In[ch (BJ)]-

=1
Entropiju sistema moZemo: dobiti diferenciranjem prethodne formule po 7 [vidi
obrazac (2.25)]:

S=-g_Nkln2+k z In [ch (8 J)] -k Z Jith@J).  (5.59)

i=1
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5.16. Razmatrati nezavisno sistem od N klasicnih harmonijskih oscilatora i
sistem od N kvantnomehaniékih harmonijskih oscilatora. Pretpostavijajuci da osci-
latori u oba sluc¢aja zanemarljivo slabo interaguju i da su identicni odrediti statisticke
sume, slobodne energije, entropije i srednje energije sistema. Proveriti da li vaZi treéi
zakon termodinamike za oba sistema, tj. videti da li entropije sistema teZe nuli kada
temperatura tefi apsolutnoj nuli.

Resenje

Razmotrimo prvo sistem klasi¢nih oscilatora. Hamiltonijan sistema ima oblik:

Has Zl( +% mmZg,) (5.60)

gde smo pretpostavili da svi oscilatori imaju iste mase m i iste kruZne udestanosti w.
Statisticka suma sistema odredena je formulama (5.2) i (5.60):

- fw fwe-wdq, day dp, - - - dpy

(5.61)
1 T 6 P12 i B mo? N
5= —B——a
”N!hﬂ[f’“’ zm@‘f ’ dq‘]’
gde smo radi jednostavnosti pretpostavili da se g; (i=1, ..., N) menja u granicama

od —oo do + 0. ZapaZamo da se integrali u srednjoj zagradi mogu svesti na inte-
grale oblika (1.25), tako da dobijamo:

l .2_17_"1 2n N 1 2n " 5
z=N!h~[\{ B ﬁmmz] TN [@] ' (329

1z slobodne energije sistema:

F=—kThhZ=—-NkTIn [ = ]+lenN'
Bho
nalazimo entropiju:
Bl N 2“} Nk—kInN!. (5.63)
oT Bho

Srednju energiju sistema moZemo da odredimo pomo¢u formule (5.10):

N [
Z op [Zﬂ o8 || B
fo] -
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ZapaZamo da je dobijeni rezultat specijalan slutaj rezultata (5.37).
Kvantnomehani¢ki oscilator ima sledeCe moguce vrednosti energije:

sﬁx(n+—l~)ﬁm, n=0,1, 2,._.;( E—h— .
2 2n

Poito pretpostavljamo da oscilatori medusobno ne interaguju moZemo da iskori-
stimo rezultat zadatka 5.2, prema kome dobijamo:

= N
zN=z;V={ S e—ﬁ‘ﬂ] :

n=0

Statistitku sumu jednog oscilatora Z; nalazimo na slede¢i natin:

Bhe
o 1 Bhe e —
-B n-l——).'u.a — e 2 1
Z. = e 2 =g 2 e—'ﬂﬂm _— _—
1 ngo ugﬂ ( )n l-eﬁ"""

odakle sledi:
—N
zNﬁ[z ch (_B—%‘i)] .

Koristeti iste formule kao u klasi¢nom slutaju nalazimo slobodnu energiju:

F=NkTIn [2 sh (MT"’)} .

entropiju:
S=Nk [m cth (Eﬁﬁ)-ln 2sh (Efﬁ) } (5.68)
2 2 2
i srednju energiju sistema kvantnomehanikih oscilatora:
E=N 'i‘f+—éci— :
ekT— |

Prema formuli (5.63) vidimo da entropija sistema klasi¢nih oscilatora ne tezi
nuli kada 7—0:

lim §=lim [Nk ln[

0 -0

T ]—Nk—-klnN!}s—co, (5.65)
L))

tako da za ovaj sistem treci zakon termodinamike sigurno ne vaZi. Naravno, ova-
kav rezultat ne znaéi da je tre¢i zakon termodinamike netaCan ve¢ samo ukazuje
na Ginjenicu da je sistem neinteragujucih klasi¢nih oscilatora nerealan sistem, bar
na niskim temperaturama. .

11 Fizika
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U sluéaju sistema kvantnomehanickih oscilatora formulu (5.64) transformi-
f§emo u oblik:

S=Nk{xcthx—In(2sh%)}, xEBz"’,

tako da se provera treCeg zakona termodinamike svodi na odredivanje graniCne
vrednosti:

lim {xcthx—In(2shx)}= lim {x(cthx—1)—In(l1—e2%)}

1
= Y cthx—1 — lim ch?x -0
_M __l_ - K- 1 o
x 52

Prema tome, u slucaju sistema kvantnomehanitkih oscilatora navedeno tvrdenje
treteg zakona termodinamike je korektno.

5.17. Sistem od N anharmonijskih klasiénih oscilatora sa zanemarljivo slabom
medusobnom interakcijom naldzi se .u kontaktu sa termostatom temperaturel. Ha-
miltonijan sistema ima oblik:

H=S [;‘qu —bg? —-r:q} (5.65)

=1

gde su a, b i ¢ pozitivne konstante, takve da su za posmatrani interval temperatura
zadovoljene nejednakosti:

a'l a?
i —. 5.66
VkT ' c<kT (5:66)

Izraéunati priblizno toplotni kapacitet sistema i temperatursku zavisnost srednje
vrednosti koordinate g;.

b<&

Resenje

Toplotni kapacitet sistema moZemo da odredimo prema formuli (5.9), a sta-
tisticku sumu nalazimo kao i u prethodnom zadatku [vidi formulu (5.61)]:

1 T 850 | Baal SGP+er) dg i
P — 2m e—ra
Z N!h”[ f e dp f ]

- 2{;:: [fe—aafeﬁcbmmdq]

(5.67)




163

Integral u srednjoj zagradi moZemo aproksimativno da re§imo Kkoristeéi wusfov
(5.66). U podintegralnoj funkciji dominantan je deo exp { — P ag?}, koji je primetno
razli¢it od nule samo za one vrednosti ¢ koje zadovoljavaju nejednakost:
q’<k3:
a

ZapaZamo da su za takve vrednosti g, kao i za temperature pri kojima je ispunjen
uslov (5.66), zadovoljene i nejednakosti:

b|gq|? . cqt
M %1 i £,
kT 7 kT<

a to znadi da se drugi deo podintegralne funkcije u formuli (5.67) moZe razviti u red:

byt cqt 3 2
g =l bqk;cg4+%(bqk+z'c¢) = (5.6

i da se sa zadovoljavajutom tafnoS¢u mogu zanemariti €lanovi manji od treceg
¢lana u redu. Medutim, ako se gornji izraz iskoristi za racunanje statistitke sume
(5.67) onda je jasno da Ce integrali od svih ¢lanova sa neparnim stepenima po g y
kombinaciji sa faktorom e—P2¢* biti jednaki nuli, kao integrali od proizvoda parne
i neparne funkcije u simetri€nim granicama. Na taj nain dobijamo:

+ e

NIWZ= f e~ﬂw[1+acg‘+—12—{32b2q6+ x -}dq

(ol ok ErnEf o) oo

kT 3 ¢ 15 B o\
a [HTW*’EW*””}' "r*—*(m) '

Ovde smo iskoristili obrazac:

==

n+1
[ e qdg=ta™ £ (25Y), (5.70)
0

2

gde je o pozitivna konstanta, n je ceo broj, a I' je gama funkcija [vidi formulu
(1.26)); ovaj obrazac se moZe lako proveriti smenom o g2=x u integralu na levoj
strani jednakosti.

Koriste¢i izraz (5.68) u formuli (5.69) i sledecu aproksimativou formulu:

—+
Ba* 16 fa?

F—_— ——— —

ln{l 3 ¢ -15 b? _3_ ¢c 15 b
4 Ba> 16 Baz] 4

1*
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nalazimo toplotni kapacitet sistema:

2
Cc- Nkim(—- 3b)kT
2 \@ 4 &

Treba primetiti da ako bi anharmonijski deo u h¢miltonijanu sistema bio
jednak nuli, tj. za b=c=0, toplotni kapacitet ne bi zavisio od temperature.
Srednju vrednost poloZaja i-tog oscilatora nalazimo prema definiciji:

o e

q‘#_{N!h" f f qe ®H dg,- - -dqydp, - - ¢N}

402

f g e—Baagi? ob (bql"+t‘m")dq’

-_—

+f°° e~Baart B Ga+eat") dg,
Oznadimo imenitelj ovog razlomka sa I. Integral u brojitelju bio bi jednak nuli
ako ne bi postojao anharmonijski deo u hamiltonijanu. tj. ako je 5=0i ¢=0. Kada
je b#0 i c#0 isti integral reSavamo koriste¢i Tejlorov razvoj (5.68):

+oo
- 1
g~ T f e~Paar g, {1+ (bg} +cq)} dg;=

400
1 1 = 3 b
it —B agi? 4 i s i PR Sl
1 fe “ Bbatdg=—1 \gz T B

Ako reciprotnu vredno. t integrala I aproksimiramo samo sa prvim ¢lanom u odgo-
varajuéem razvoju u red
B 1 1

1
i \/wkT[]+iL+...]m\[n-ﬁ'
a 4 Ba? a

onda konano dobijamo srednju vrednost poloZaja i-tog oscilatora;

— 3 bkT
q,m—‘;— a®

Zanimljivo je da je srednja vrednost koordinate g; propmcionalna temperaturi,
810 znali da se ravnoteZni poloZaji oscilatora pomeraju srazmerno temperaturi.
Ovakva interpretacija dobijenog rezultata je u skladu sa cmplruukam zakonima o
toplotnom Sirenju tela.
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5.18. Idealan gas se sastoji od N jednoatomskih molekula. Gas se nalazi u besko-
nalno visokom cilindru pod uticajem homogenog gravitacionog polja. Pretpostay--
ljajuéi da se gas nalazi u stanju toplotne ravnoteZe izradunati statisticku sumu, slobodnu
energiju i specificnu toplotu gasa. Masa svakog molekula je m.

Refenje

. Hamiltonijan sistema molekula je:
p’
H= +m, z]
El { 2m &

gde je mgz; potencijalna energija i-tog molekula. Oznatimo sa B povifinu bazisa
cilindra. Tada statisti‘ku sumu nalazimo jednostavnim postupkom:

=3 o AN
- FTE [[f (o) dpdr}
1 BE r N
bl [ o e
]

kT) 1 BY kT)”
mg| ~ NI BN \mg] °

Prime¢ujemo da se dobijeni izraz razlikuje od izraza (5.13) za statistitku sumu
idealnog gasa u zapremini ¥ po dodatnom faktoru (kT/mg)", a umesto V figu-

riSe velitina B. Prema tome, po analogiji sa formulama (5.14) i (5.15) nalazimo
respektivno slobodnu energiju
B

Fe —NkTIn {
N2

N'hm QnmkT) T BN(

} NkT—NkTIn ["T]

T mg

i entropiju sistema:

S, Nk-mkm{ i l+Nkln[-k—j:]+Nk.
2 NP mg

Toplotni kapacitet moZemo da odredimo iz dobijenog izraza za entropiju koristeéi.
formulu (2.16):

B ES B g e S N,
oT 2 2

Prema formulama (2.16) i (5.17) toplotni kapacitet idealnog gasa u zapremini
V iznosi % Nk. Prema tome, idealan gas u beskonatno visokom cilindru koji se

nalazi u gravitacionom polju ima veéi toplotni kapacitet. Zna¢i da u ovom slu¢aju
pri zagrevanju gasa deo toplotne energije prelazi u potencijalnu energiju molekula.
Medutim, otigledno je da su uslovi navedeni u zadatku veoma nerealni, jer niti
gravitaciono polje moZzemo da smatramo homogenim do velikih visina niti je atmos-,,
fera idealan gas u stanju toplotne ravnoteZe. U slede¢em zadatku je pokazano do
kakvih neprihvatljivih rezultata ovakve pretpostavke mogu da dovedu. g
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5.19.. Modifikovati Laplasovu wbarometarsku formulu« (Laplace) uzimajuéi u
obzir promenu gravitacionog pelja sa visinom. Da li dobijeni rezultat odgovara fizickoj
realnosti?,

Refenje

Laplasova barometarska formula odreduje promenu pritiska sa visinom
pretpostavljaju¢i da je Zemljino gravitaciono polje homogeno i da je atmosfera
izotermna. Pri izvodenju formule koriste se slede¢i argumenti. Ako je U=mgz po-
tencijalna energija molekula na visini z onda je prema formuli (5.1) gustina mo-
lekula na istoj visini odredena izrazom:

mgz

n=nye Pl=pye *7T, (5.71)

gde je konstanta n, gustina molekula na »nultom nivou« (z=0). Zatim se pretpo-
stavlja da je atmosfera na svakom nivou u stanju idealnog gasa i koristi se termitka
jednadina stanja (5.16), odakle sledi Laplasova formula:

mgz mgz

p=nkT=nye T kT=p,e *T.

Ako hotemo da uzmemo u obzir promenu gravitacije sa visinom onda u
prvom delu formule (5.71) treba da stavimo:

2
U= e + mg R,
R4z
gde je R polupretnik Zemlje. Tako dobijamo:
mg R? 2
n(z)=n,e BmeR " -2 =nye M
odnosno:
p=poe " EEr, (5.72)

Medutim, i ova korigovana Laplasova formula ima neke neprihvatljive pos-
ledice. Na primer, broj molekula na beskona&nom udaljenju od Zemlje bio bi raz-
Jligit od nule:

_meR
n(w)=ne

Sto je svakako nerealno. Zatim, nalazimo da je ukupan broj molekula N u atmosferi
peograniceno velik:

o o

N=[‘n(z)dl/=f1"1(z)él--:r:zzdzz4-.1«:1»:'J fzze'_amxi*'_’dz:w
' (1]

Ovi neprihvatljivi rezultati ukazuju na to da se atmosfera ne moZe razmatrati kao
idealan gas u termodinamitkoj ravnoteZi. Sto se tite formula (5.71) i (5.72) one
mogu da se koriste pod odredenim uslovima, pri emu je druga formula u izvesnom
smislu korektnija od prve.



167

5.20. Naéi raspodelu gustina Cestica idealnog gasa temperature T u cilindru

radijusa R i visine L, koji rotira oko svoje ose konstantnom ugaonom brzinomes. Ukupan
broj destica je N. Pretpostaviti da se uticaj Zemljinog gravitacionog polja moZe zane-
mariti. Koliki je pritisak ovog gasa na zidove cilindra?

ResSenje

Ako gas kao celina rotira konstantnom ugaonom brzinom © moZe se smatrati
da se molekuli gasa nalaze u spolja¥njem polju centrifugalnih sila sa potencijalnom
energijom:

mae?

U@r)=— r2,

gde je r rastojanje od ose cilindra. Na osnovu formule (5.1) moZemo pretpostaviti
da je raspodela gustina odredena izrazom:
e
n(ry=Ae 27T |
Pri ovome ne uzimamo u obzir Koriolisovu silu inercije jer ona i ne uti¢e na enegiju
sistema, poito je rad iste sile uvek jednak nuli. Konstantu A moZemo da odredimo

iz uslova normiranja:
R L 2n

N=fn(r)dV= f f f n(ryrdrdzdy
g 000
nealrd
=2nLAfeWrdr
0

muw? R2 _vr
2l (e T _ 1)=AVi(l—e kT )
mo* R

tako da dobijamo:
H N U(R) 1

Vv kT L)

1—e 7
a odavde kona¢no nalazimo raspodelu gustina:
]
kT
ny=XYE) ¢ =,
vV kT U
l-e *7

Pritisak na zidove cilindra odredi¢cemo prema molekularno-kineti¢koj teoriji
(vidi zadatak 2.29), gde je pritisak v opStem slu¢aju odreden relacijom:

p=nkT.
Na osnovu toga nalazimo izraz za pritisak na bo¢ne zidove cilindra:
_v®
N e kT
=— U(R) —— .
Py U =
l—-e *7

Citaocu prepustamo za samostalnu veZbu da odredi izraz za pritisak na bazis cilindra



6. VELIKI KANONSKI ANSAMBL

Kod velikog kanonskog ansambla se, kao i kod kanonskog, posmatra sistem
u kontaktu sa termostatom temperature 7. Medutim, dok se kod kanonskog ansambla
podrazumeva fiksiran broj estica N u sistemu, kod velikog kanonskog ansambla
se dozvoljava razmena Cestica sa termostatom (sistem se nalazi, kako se to Cesto
kaZe, v kontaktu sa rezervoarom &estica).

Termodinamitke funkcije sistema (kao 3to su srednja energija sistema U, S,
F, G i H) uopste, zavise od srednjeg broja Cestica N: ako se taj broj menja za dN,
promene termodinamitkih funkcija sadrZace i jedan dopunski ¢lan, srazmeran dN.
Umesto relacija (2.5) i (2.13)—(2.15) imaéemo, dakle:

dU=TdS— 3 A,da,+p.dN,
1
dS=-EdU+ > A, da,—p.dN,
&

dF = —SdT - S A,da,+p.dN, (6.1)
&

dG = —SdT+ S A,da,+pdN,
&

dH = TdS + ZA;dﬂ. + . dN,
a osim toga vaZi i odnos: ’
0= —8dT + 3 a,dA,— Ndp. (6.12)
g

Konstanta srazmernosti p koja se ovde javlja naziva se hemijski potencijal
sistema. Uslovi ravnoteZe dva sistema sa promenljivim brojem Cestica u medusobnom
kontaktu glase:

Py=D; — uslov mehanic¢ke ravnoteZe
T,=T, — uslov toplotne ravnoteze

—?—=—Tp3— — uslov ravnoteZze u odnosu na razmenu Cestica.
L | ' o :
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Izvodenje ovih uslova, kao i relacija (6.1) i (6.1a), moZe se naéi u udZebnicima
statistike fizike.
Za sistem sa promenljivim brojem destica i dalje vaZe relacije:

Pl TS,
G=U-TS+ S 4,4, (6.2)

H=U+ 3 4,a,

ali sada zbog uslova (6.1a) vaZi i relacija:
G=Ny, (6.3)

iz koje vidimo fizi€ki smisao hemijskog potencijala: za sistem, koji se sastoji od
destica iste vrste, hemijski potencijal je Gibsov termodinamicki potencijal po Cestici.

Za sistem sa promenljivim brojem Cestica verovatno¢a stanja sa temperaturom
T i brojem Cestica N iznosi:
a) u klasi¢noj statistici:
1 e—BIGE N @i, Pis as)—Ny]

dw (q;, p;, G, N)= , 6.4
(91> p1> G5 N) NN = (6.4)

gde je Y6, hamiltonijan sistema sa N &estica, a tzv. velika statistiCka suma E data
je relacijom:

w l o)
E= e @ e—B (TN 1= N 7 i 6.5
o N f f TEE A S

pri Cemu Z, oznaCava statistiCku sumu sistema sa N Cestica u smislu kanonskog
ansambla.

b) u kvantnoj statistici:

~B(Ey, —1N)
W, = (6.6)
EeS S e=P Gy wh - i N7 i AW Z,, ©6.7)
N=0 n N0 N0

gde je E,, energija n-tog kvantnog stanja sistema kad upravo sadrZi N Cestica,
Zy=2 e PENn, a sa A smo oznadili velitinu ef#, U literaturi su relacije (6.4) i (6.6)

i n
poznate kao T—yp raspodele. Prethodni rezultati se lako uopstavaju na slutaj kad
se u sistemu nalazi viSe vrsta Cestica.
Kako u slu¢aju klasi¢ne, tako i u slufaju kvantne statistike vaZi relacija:

Ju(T, ay @)= A,6,=F—G=—kTInE (T, q, ), (6.8)
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gde je J, novi, termodinamicki potencijal i za njega imamo:

dJ,~ —SdT - 3 A,da,— Ndp, (6.9)
odnosno: ’
S— ("_Jy_) , (6.10)
oT K, [al
A= — (0—{5) . (6.11)
04, /1,4, 19
Ne (Ei) (6.12)
op/ra

gde smo za obeleZavanje parcijalnih izvoda iskoristili konvenciju iz zadatka 2.19.

Iz navedenih relacija se jasno vidi da potencijal J, kod velikog kanonskog
ansambla ima istu ulogu kao slobodna energija kod kanonskog ansambla, tj. ako
poznajemo ovaj termodinamicki potencijal moZemo na¢i sve termodinamitke
funkcije.

Pored T—. raspodele mozZe se raditi i sa tzv. T—p raspodelom, koja se uvodi
ako postoji, preko jedne pokretne pregrade, kontakt izmedu sistema sa zadanim
brojem Cestica i termostata temperature 7 i pritiska p. U tom slucaju je spolja3nji
parametar zapremina sistema V, koja moZe da se menja.

Verovatnoca da se sistem nade u stanju sa zapreminom izmedu Vi V-4-dV
data je izrazom:

a) u klasi¢noj statistici:

1 e-BIGEWiri. V+eVl d= dV

o @i P V)= = ; (6.13)

gde je Y statisticka suma T—p rmpéde!e:

a .
s defd‘h‘he BISK; (i Pi V4PV, (6.14)
0
b) U kvantnoj statistici:
e—BIEn()+pV)
aw (v, n)=7y— — dV, (6.15)
Y = fdy > e B @ V1, (6.16)
o n

Preko statisticke sume 7—p raspodele se takode defini¥e jedan termodinamicki
potencijal:

,(T, p, Ny= —kT In Y (T, p, N) (6.17)
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koji, kao 3to se pokazuje u kursevima statisticke fizike, nije nista drugo do Gibsov
termodinamicki potencijal:

JP(T’ P: N)EG(T? p’ N)' (618)

T—p raspodela se lako uop§tava na sluaj mehani¢kog kontakta sistema sa termo-
statom — izvorom rada, koji deluje nekom generalisanom silom A; na sistem,
pri ¢emu dolazi do promene odgovarajuceg spoljnog parametra gs. Ovu generali-
zaciju ¢emo zvati T—A; raspodela.

6.1. Sistem se nalazi u kontaktu sa termostatom s kojim moZe da razmenjuje
i lestice. Pokazati da je verovatnoca da sistem ima energiju E i broj Cestica N data
izrazom (6.4).

ReSenje

Oznac¢imo sa N; i E; ukupni broj destica i energiju sloZenog sistema, koji se
sastoji od posmatranog sistema i termostata — izvora Cestica. Verovatnoéa W da
posmatrani sistem ima energiju E i broj Cestica N srazmerna je broju mikrostanja
termostata sa brojem Cestica N,—N i energijom E—F, tako da koriste¢i relaciju
(4.7) moZemo pisati:

1
W(E, N)y~Q*(N,— N, E, E) SE,mepr {S(N,— N, E,—~E)—S(N,, E))}. (6.19)
Posto je termostat — izvor Cestica po definiciji veoma veliki sistem, vaZi¢e nejedna-

kost Ni>>N, Ei>>E, tako da kolitnici N/N; i E/E; predstavljaju male parametre po
kojima moZemo razliku S (N;—N, Er—E)—S (N, Ey) razviti u red:

S(N,—N, E,—E)-S(N,, E}) =

2 2 2Q°
(6.5‘) ﬁE(dS) +~]~N‘20S+2NE 0?S +EzdS _
ON, Eq 0E Ny 2 ‘)‘N.r2 aNlaE: aEl'2

) i (ﬁ) izreCunavamo na osnovu druge od relacija (6.1):
2] Nt

(aS) i (as 1
"N T’ aE)N, 7
tako da dobijamo:

S(N,—N, E,— E)— SN, E, :e——N~?+ ; [N A( T)+£ A(T)] (6.20)

ovde ; T predstavljaju hemijski potencijal i temperaturu termostata izvora Cestica
koj* se nalazi u stanju npleanom parametrima Ny, E, dok simbol A oznaava pro-
menu odgovaraju¢e funkcije, izazvanu odstupanjima N 1 E od prvotitnih vred-
notti Ny i Ep. Zanemarivii ove promene, koje su reda veli¢ine N/N;, E|E;, iz 1elacije
(6.19) nalazimo traZenu verovatnocu

iR
|
=

wuN—E
w(N, Ey~exp | ——]|.
(N, E) p( - )

koju jo¥ samo treba normirati da bi se dobio izraz (6.4).
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6.2. Idealni gas se sastoji od N jednoatomskih molekula. Koristeé¢i Gibsov veliki
kanonski ansambl [(T—.) raspodelu] izralunati hemijski potencijal ., pritisak p i
entropiju S.

ReSenje
Velika statistitku sumu = nalazimo pomoc¢u relacije (6.4):

- 1
He .ot [ o—GEIT g, dp.
N—o N1KN f aidp
N p2
Kako je za idealni gas J6 = 5""—, za £ dobijamo:
i=14£Mm

[
M

z ]
e eNET( [ oxp (P " \gp | pw,
No1 N1BV [f xp( 2m kT)@']

+eo
] arfoirdplal [eteltel g~ QunkTy ",

Podto je:

za statisti€ku sumu konac¢no dobijamo:

B S 1

V
=
NZQ N! 3N

NI . YN [(2 7 mKT)2] = exp (e“”“" ; T?) ,
T

gde smo uveli oznaku Ap= (A je tzv. termalna talasna duZina,

h
(rmkT)\?
vidi relaciju (5.8)]. Odavde pomotu formule (6.8) nalazimo termodinamicki poten-
cijal J,:

Jy=—kTInE = — kTe“”f’"-I— , (6.21)
y W
a zatim na osnovu relacija (6.10), (6.11) i (6.12) radunamo traZene termodinamicke
funkcije. Ako je zapremina jedini spoljni parametar, a=V¥, odgovaraju¢a genera-
lisana sila je A=—p, tako da diferenciraju¢i po zapremini ¥ nalazimo:

KTewt — NKT
23 v

p

Takode na osnovu relacije (6.12) nalazimo zatim:
N =T (Vp),

odakle je lako naci traZeni hemijski potencijal. Najzad, diferenciranjem J, po tem-
peraturi I' nalazimo entropiju S:

S = —;-Nk+Nk In (VN ),

§to je identi¢no sa Sakur-Tetrodovom formulom (5.15).
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6.3. Primeniti T—p raspodelu na idealni gas, koji se sastoji od N jednoatomskih
molekula. Tretirajuéi ovaj sistem klasi¢no naéi termodinamicki potencijal Jy u funkeciji
temperature, pritiska, i broja festica.

Redenje

Statisticku sumu 7—p raspodela Y (7, p, N) nalazimo zamenjujué¢i hamilto-
nijan posmatranog sistema (idealni gas) u formulu (6.14):

gde je:
Y= f e~PVIkT . Z (T, V, N)dV,
0
g
fm1 1
Z(T, V,N)= - -VN. (2= mkT)Ne2
( N)= NWN H dg,dp;e NN ( T)

Preostaje da se izraluna integral j e~PVIKT . YN. gy, koji ulazi u statistiCku
ki (1]

sumu Y. Ako uvedemo parametar u=—;—’f , ovaj integral moZemo predstaviti kao:

-] oo

f e-aV YNGY — Nfe‘“'dl/ 4 )Nu’."ﬂ 1 I
da uN*‘l

0 0

Tako nalazimo:

Yo

- 2rmkT). N:(’;T) __(2“ KTy (kT)

NN p

Poslednja priblizna jednakost sledi iz aproksimacije N+122N, kojom se moZemo
posluZiti pri N>>1.

Pofto smo izralunali Y=Y (T, p, N), termodinami¢ki potencijal J, nalazimo
pomocu jednacdine (6.17):

(6.22)

32 .52
Jps--lenYm—-NkT{z_]n;r_lnp+l (2':*::!*1*:)3 k }

Da je dobijeni termodinamicki potencijal upravo Gibsov termodinamitki potencijal
J» (T, p, N)=G (T, p, N), mozemo lako videti ako posmatrani sistem tretiramo preko
kanonskog ansambla, izratunamo statisticku sumu Z (vidi zadatak 5.3.) i zatim
slobodnu energiju F=kTInZ. Za F se dobija upravo J,—pV, gde je J, dato jedna-
ginom (6.22). Kako za posmatrani sistem, u kome je zapremina jedini spoljasnji
parametar, vaZi jednakost F=G—pV (vidi formulu (6.2)], odavde vidimo fizicki



174

smisao potencijala J,. Polazeti od dobijenog izraza za G moZemo pomocu formula
(6.1) i (6.3) izraCunati entropiju S; odnosno hemijski potencijal i za dati sistem:

32, [ . o313
(-‘:”-E) =—S=Nk[iln sty fn: C T RS ] (6.23)
OT |, n 2 2
G
=2 — kT |- 2. )2 = mkT) 6.24
b= n[kT (#[2 % mkT) ] (6.24)

S druge strane, iz jednaline V= (‘—:}ﬁ) [koja takode neposredno sledi iz
Plr,n

formule (6.1)] odmah dobijamo i jednalinu stanja za idealni gas, pV= NKT.

Na osnovu dobijenih rezultata takode se lako mcZe izradunati unutrainja ener-

gija, kao i toplotni kapacitet za idealni gas. Citaocu ostavljamo da proveri da

se na ovaj nacin dobijaju poznati rezultati U =—2—NkT i Cy=—z~Nk.

6.4. Dokazati relaciju p V=kTInE, gde je E=E (T, p, V) velika statisticka
Sumda.

ReSenje
Iz definicije velike statistitke sume (6.7) sledi neposredno:

olnE 2 0E e—B(Ey —Np  ®
kT = ——Men = W(N)=p (625
oy =2, 3~k T = S W =p (629

N=0 n = N=0

Ovde je py pritisak u sistemu, koji se nalazi u stanju (N, 7, ¥), tj. ima broj Cestica
N, temperaturu T'i zapreminu V, dok je p srednja vrednost pritiska, izraunata preko
raspodele verovatnoc¢a w (N). Upravo taj pritisak se i posmatra kod sistema sa pro-
menljivim brojem estica. Ako je zapremina sistema ¥ dovoljno velika, onda je
In E srazmeran V, tj. vaZi relacija:

dlnE InE

ov vV

Jednatine (6.25) i (6.26) zajedno upravo daju traZenu relaciju pV=kTIn E. Medutim,
jednakost (6.26) tek treba dokazati. U tom cilju, zamislimo da smo zapreminu ¥
podelili na » delova jednake zapremine ¥ [n, pomocu pregrada koje mogu da pro-
vode toplotu i da propustaju gestice. Cco sistem se nalazi u kontaktu sa termostatom
— izvorom Cestica sa zadanim hemijskim potencijalom p i temperaturom 7. Uvo-
denja pregrada ne utice na makroskopska svojstva sistema. S druge strane, svaki
podsistem zapremine ¥ /n moZemo posmatrati kao nezavisan, ako je interakcija
izmedu pod sistema i pregrada, kao i interakcija izmedu podsistema, slaba. Ako je
taj uslov ispunjen i ako se Ny Cestica nade u prvom podsistemu, N, u drugom itd.
onda Ce statisticka suma celog sistema (pri posmatranoj raspodeli) biti jednaka
proizvodu statistickih suma delova [vidi zadatak (5.2)]:

(6.26)

Z(N, N, ... T, V)=Z(Nl, T, {)-Z(N,_, T, {) ,
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dok ¢e statistiCka suma celog sistema u stanju (N, T, V) Z, biti jednaka:

Zy= E Z(Ny Ny, ... T, V)
Ny+Nat - - =N

gde je zbir uzet po svim raspodelama koje odgovaraju istom srednjem broju festica
u celom sistemu N. Znajui Z,, veliku statisticku sumu -o¢mah izratunavamo po-
moc¢u formule (6.5):

E@ T, V)= z NEZy— S eBNu. B Z@y Ny ... T, ¥)
N=0 Ni1+Na+-- -

_ Zeﬁ(N|+Nz+---)u.z(Nl, T,—V)-Z(Nz, T,i’). .
N=0 Nj+Nit:-+=N n n

Posto je sumiranje po ukupnom broju &estica N ekvivalentno nezavisnom sumiranju
po Ny, Npy ... , dobijamo:

H Hn
|=[ i e—BNH.Z(H, T' _V)T E[E ({_;_, T. _’{)]‘.
Ne=1 H n
Odavde sledi:
In E(p., T, -K)cn]ri E(p., T, f).
-8 n

1
odnosno ako uvedemo smenu —=o.:
n

s 5 5 e, 1, Y) 27, 5

InE@W, ToeV)=alnEw, T, V)=(« y),l‘i(l‘:r___’m_.
Diferenciranjem poslednje jednakosti po parametru (« ¥) dobijamo:
OInEPV=mEV

§to je i trebalo dokazati. Instruktivno je pronaéi gde je u dokazu formule (6.26)
iskorid¢ena pretpostavka da je ¥ dovoljno velika zapremina.

6.5. Pokazati da statisticka suma velikog kanonskog ansambla za klasicni

idealni gas, koji se sastoji od jednoatomskih molekula, ima oblik E=e**, Raspraviti
znadenje velicing z i M.

Refenje

Na osnovu definicije velike statisticke sume (6.5) nalazimo:

N
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e PN dr
N3N

z, |- ff Z daxdsp]"

gde z predstavlja statisticku sumu jedne Cestice u zapreminiV.
Izraziv§i veliku statisticku sumu preko z, dobijamo traZeni oblik:

gde je A=€P a Z, definisano relacijom: Z, = , u nafem sludaju

1znosi:

o0 )‘N
E=3 —zVN=eM
N=o N!
Da bismo razmotrili fizicki smisao parametra A, potraZimo srednji broj
destica N:
o N e“Nfe“WdT

s N [ aw(v)d== ; ”
Néo w(N)d< NgnN!km =

N

I

Z Nz, | z 1N2N=1iln E.
N=0 oA
Posto je, medutim

E=eM, InE=)z

za srednji broj &estica dobijamo sledeéi rezultat: N=>z, odnosno nalazimo da je
A dato izrazom: -
_N_ NIV
z (ZRMT/}IZ)MZ

Poslednji izraz moZemo napisati malo drugadije ako primetimo da veli¢ina

h/(mk’!‘)”l’ Ap predstavlja de Broljijevu talasnu duZinu za destice energije
2

~p—=——-kT Prema tome imacemo:

2m

= }WV 23 N 3
= g Rt e
@m v

Odavde vdimo da parametar A odreduje srednji broj Cestica u zapremini N Iz
nadenog izraza za A lako nalazimo i hemijski potencijal p.

Polto je A=e*/*T, za u dobijamo rezultat (koji je ve¢ i ranije naden u za-
datku 6.3):

w=kTInx= len-N;—-%le il

6.6. Jednoatomski idealni gas se sastoji od N molekula unutar zapremine V.
Koriste¢i T—. raspodelu pokazati da je broj molekula, koji se nalaze u maloj zapre-
mini v (v<<V) dat Poasonovom raspodelom, tj. da verovatnoéa da taj broj bude n iznosi
P,=e~"(n)'inl, gde je n srednji broj molekula u zapremini ©.
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Refenje

Cestice koje se nalaze u zapremini » ¢emo posmatrati kao sistem koji se po-
korava T—p raspodeli, a preostali deo zapremine, kao rezervoar — izvor Cestica —
termostat. Raspodelu broja Cestica n u zapremini » nalazimo polazei od formule
(6.4), u kojoj ¢emo izvriiti integraciju po faznom prostoru:

P,=¥2n|E,
gde A i Z, imaju isto znatenje kao u zadatku 6.5, tj.:

Z,=z"nl, E=¢e¥,
tako da dobijamo:
P =xzre ¥ [nl,

Srednji broj Cestica je takode izracunat u zadatku 6.5, tako da eliminacijom
dobijamo traZenu Poasonovu raspodelu:

P,=e " (ny/n!.

6.7. Na povrsini kristala nalazi se N &vorova re¥etke, od kojih svaki mo¥e da
absorbuje jedan molekul gasa. Pretpostavlja se da se povrsina nalazi u kontaktu sa
idealnim gasom, hemijskog potencijala p., koji je funkcija pritiska p i temperature T).
Uzimajuci da adsorbovani molekul ima energiju —=e, (pri tome za nultu energiju
uzimamo energiju slobodnog molekula), odrediti koeficijenat adosrpcije 9, koji se
definiSe kao odnos broja adosrbovanih molekula prema broju adsorbujuéih &vorova.
Za slucaj jednoatomskih molekula naci vezu izmedu 9 i p, koristeéi izraz (6.24) za p.
naden u zadatku 6.3.

ReSenje

Ako se na povriini adsorbuje N; molekula gasa, njihova energija ¢e biti
—N, €, bez obzira na kojim &vorovima je doSlo do adsorpcije. Stepen degeneracije
energetskog nivoa —Ng, je jednak broju natina na koji N; identi¢nih molekula
moZemo rasporediti na N ¢vorova. Taj broj iznosi:

N!
NI (N—N)!
tako da za statistitku sumu Z,, dobijamo:
!
Zyy=- M PNz,
N,!(N—-N)!

Veliku statisticku sumu E nalazimo zatim pomo¢u formule (6.7):

N N!
E= Z le.eBN:l’-m S
N,=0 NI(N-N)!

Verovatnoéa W (N;) da je Ny molekula adsorbovano iznosi, dakle:
W ()= eNuZy [E,

[€® (=o+u)]N: =[1 + efleotmV,

12 Fizika
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tako da je srednji broj molekula jednak:

— ol 1 XN 1 0
N, = N,W(N)=——- N et Zy —=—.—1InE.
: N,za-l] : = N,Z_-o ! B op
Zamenjujuéi nadeni izraz za E u poslednju jednakost, dobijamo:

El=£.__‘)_]n[1+ea(u+u],
P ou

odakle nalazimo koeficijenat adsorpcije,
N, 1

0= —— ey
N 14&fktn

Da bismo nadli vezu izmedu 0 i p, koristimo izraz za hemijski potencijal idealnog
gasa u stanju (p, T), dat relacijom (6.24), posto se po pretpostavci radi o takvom
gasu u kontaktu sa adsorbujuéim sistemom. Iz relacije (6.24) nalazimo:

eulkT =.L(i_ -
kT 21:ka) ’

tako da koeficijenat adsorpcije moZemo pisati u jednostavnom obliku:

g P
P+py(T)

2nmkT
X

gde je:

2
po (T) m( ) . ~%lkT . kT,

Nadena jednatina za koeficijenat 0 se naziva Lengmirova (Langmuir) izo-
terma. Veli¢inu p, () moZemo napisati u malo opitijem obliku, ako sa z,, (7) i
2,45 (T") ozna&imo respektivno statisticku sumu molekula gasa (po jedinici zapremine)
i molekula adsorbovanog u &voru:

Zaas ()
Zads (TJ

6.8. Pokazati da za idealan gas, tretiran pomoéu velikog kmonskog ansambla,
vaZe odnosi:

P (T) =

a) W-my=kr2¥
o

b) (W=Np=N
Refenje

Na osnovu relacije (6.4) lako nalazimo raspodelu verovatnoce za broj Cestica:
w(N):éB“'NZNIE.
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Ovde je Zy, kao i E, definisano relacijom (6.5). Ako diferenciramo srednji broj
Cestica:

Nert S NewN.Z, (6.27)

t.?. N=0
po hemijskom potencijalu p, dobijamo:
d_N_ﬁEN B NZy (zNesz)zE

op =) =)
=BIN—(N)*=B-(N- Ny (627)

S druge strane, u zadatku 6.5 smo pokazali da je N=e®.z, gde je z statis-
tistitka suma po jednom molekulu, pa je:

"—Ai_gaew .z=BN
on

$to zajedno sa rezultatom dobijenim pod a) daje (N—N)2 N, §to je i trebalo po-
kazati.

6.9. Pokazati da je srednja kvadratna fluktuacija broja cestica u sistemu
opisanom pomodu velikog kanonskog ansambla srazmerna izotermskoj kompresibilnosti

)

Refenje

Rezultate zadatka 6.8, koji vaZe i uopste, a ne samo za idealni gas, formulisane
u jednafinama (6.27) i (6.27), moZemo napisati u malo druga&ijem obliku:

c)ln.:-.
op
= 0? ln....

(N—Ny2=(kT)?

N=kT

Ako sada iskoristimo i izraz za pritisak (vidi zadatak 6.4)

p Eln':
V

dobi¢emo:
(N—NP=V-kT- ("2”) .
op?lr

Dalje koristimo ¢injenicu da je hemijski potencijal p u stvari Gibsov potencijal
sistema G rafunat po &estici: p=G/N, odakle sledi:

v s
du=Y a5 2 g,
b=y ®-y

12*
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odnosno:

Qfﬂ) _(-_‘3._._'_) z__'_("_”) ___L(_".&) ."_"’) woed 00
(()I-‘-z r \Op v /r v \ou/r v \op/y (dp g v (ap)r.

‘Ovde smo sa v oznacili zapreminu po Cestici, tj. odnos ¥/N. Odavde vidimo da je

izvod (f_{) srazmeran izotermskoj kompresibilnosti Xp:
T

o p?
?p N\?
(), =)
0{1‘2 T Vv
tako da kona¢no nalazimo traZenu srazmernost izmedu srednje kvadraine fluktua-
cije broja Cestica i izotermske kompresibilnosti:

(N-Ny N:-(NY kT
N N v ke

6.10. Dat je sistem molekula sa medumolekulskim potencijalom U (r), definisanim
na sledeci nacin:

oo r<a
U(f)={f(r) a<r<r, >
0 rzr,

gde su a i ry konstante, a f je proizvoljna funkcija sa vrednostima manjim od nule,
ali ne manjim od —e (e>0). Pokazati da je u ovom sistemu pritisak analitiéka, nega-
tivna i monotono opadajuéa funkcija zapremine.

Refenje

Statisticka suma kanonskog ansambla posmatranog sistema odredena je
relacijom (6.4), iz koje, posle integracije po impulsnom prostoru, dobijamo:

I e 3
ZN(V)=_A”_1;TV= ‘fe 1<J d r,d 2, Tl ‘d Fas

gde je Ap=(2mh2/mkT)'?, U, = U(|}:+;;f), a ;: i ;; su radijus vektori i-tog i
J-tog molekula. Velika stalistiééa suma E odredena sa:

E= S (mNZy,
N=0

povezana je sa pritiskom preko relacije (vidi zadatak 6.4):

S druge strane, na osnovu oblika potencijala U (r), mozemo zakljuéiti da ¢e pri
datom V postojati takav broj Ny, da je Z,, (V)=0 za N> N,,. Naime, u tom slu¢aju
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bar za jedan par Cestica, medusobno rastojanje postace manje od a, tako da ée u
integralu odgovarajuéi faktor postati beskonadan. To znadi da je, pri datom V:

E(z, N=1+2Z,(V)+22Z,(V)+ - - - +szzN,,,(V)s

gde smo sa z oznatili ¢P#, Svi koeficijenti ovog polinoma su po definiciji pozitivni,
tako da nema realnih pozitivnih korena. Tada je pritisak dat relacijom:

Bp =lV N[l +2Z, (V) + - - - +2¥Zy (V)],

nenegativna i analiti®ka funkcija zapremine, posto polinom u srednjoj zagradi za

svaku vrednost z=¢eM ima vrednost vecu od jedinice. Osobina -g—p;go sledi iz

zadatka 6.9.

Zadani medumolekulski potencijal U (r) u znatnoj meri odgovara molekulima
realnih gasova, jer opisuje tvrde sfere polupretnika a, sa privlatnim potencijalom
radijusa r, i maksimalne dubine e. Interesantno je da na osnovu dobijenog rezultata
sledi da pritisak ne moZe imati oblik kao na slici 6.1.

I'-‘ﬂ

A
Slika 6.1

Ovakav oblik pritiska je tipi¢an za tzy, fazne prelaze prvog reda, koji ukljutuju
procese isparavanja i kondenzovanja. Zbog toga se pri strogom matematitkom
tretiranju faznih prelaza termodinamicke osobine sistema raunaju u tzv, fermo-
dinamickom limesu, V—co, N—co pri N/V=const., u kom slufaju rezultat d obijen
u ovom zadatku ne mora da vazi.

6.11. Na povriini, na kojoj se nalazi N, centara adsorpcije, adsorbovano je N
molekula gasa (N<N,). Pokazati da je hemijski potencijal molekula . dat izrazom:

N
=kT {In —Ina ;
2 { No—N (T)}
gde je a(T) statisticka suma jednog adsorbovanog molekula, ukoliko se moZe zane-
mariti interakcija adsorbovanih molekula.
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Refenje

Veliku statistiCku sumu nalazimo prema relaciji (6.7):
E=3Zy- M, A=Wk,
N
Zy ratunamo sli¢no kao u zadatku 6.7:

LN,

Pretpostavljaju¢i da je interakcija adsorbovanih molekula zanemarljiva,
energiju n-tog stanja celog sistema ratunamo kao zbir energija pojedinih centara,
tako da moZemo pisati:

N=

No! Ble;, +e+ -t N! —ge, )"
N e Pt o) =—— 0 . Se By ),
NI(N,-N)! .. N! (NG“N)! i
1
odnosno ZN——-i—aN, gdejea= Ze—"‘; statisti‘ka suma za jedan ad-
N!(N,— N)!

sorbovani molekul. Pri datom 2 srednja vrednost broja adsorbovanih &estica N se
dobija preko formula (6.8) i (6.12):

Nn_(ﬂ)_,ﬂ L L
ow oA Op oA 1+2a
Odavde je Aa=N|(N,—N) pa konatno dobijamo:
p=kT|In i —Ina|.
N,—-N

6.12. Molekul u vidu lanca je obrazovan od N jednodimenzionalnih elemenata,
koji leZe duZ jedne prave. Pretpostavija se da se svaki jednodimenzioni elemenat moZe
nalaziti ili u stanju o, ili u stanju (B (vidi sliku 6.2). Energija molekula u stanju o. je
E,, a duZina molekula duZ posmatrane prave a, dok u stanju 3 molekul ima energiju
Eg i dufinu b. Koriste¢i T—As raspodelu pri konstantnom naponu naéi vezu izmedu
dufine celog lanca L i napona X, koji deluje izmedu krajeva lanca.

a—=}=b

> A

—_ L

Slika 6.2

1]

Refenje
Ako se N, jednodimenzionih elemenata lantanog molekula nalaze u stanju o,
Ng=N—N, elemenata u stanju §, onda ukupna energija i duZina molekula iznose:
E(Ny, Ng)=NyE,+ Ny Eg,
L(Ng, Ng)=Ny-a+Ng-b.
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Verovatnoca da se ceo molekul nade u stanju, okarakterisanom brojevima N, i Ny
pri zadanom naponu X, nalazi se na osnovu modificirane formule (6.15) u kojoj
¢emo uzeti —p— X, V—L:

P (N, Na)*exp[#fr—[E(Nu. Ng)—X+L(Na Nﬂ)]}.?;_ﬁ,

Broj natina na koji se ovo stanje moZe ostvariti iznosi

, tako da je statisticka

N,! Ng
suma y data formulom:

N 1 e .
v- ¥ N o Ee No—X-L(Ne, N9 |
NeZo Ng!Ng! kT

pomocu koje lako nalazimo srednju vrednost duZine molekula:

Xa—Eax X6—EB
—_ kT kT
L_—.kT(alnY) zNae + be
X [rm Xa—Ex Xb—Ea

e KT 4 KT

Specijalno u slutaju slabog napona (Xa ili Xb mnogo manje od kT) dobijamo pri-
blizno:

at+bet X [a2+b2e6 (a+be"—")2]
~ o g :

o 14et  kT| 14+ed \ 146
gde je:
L
kT

Ovakav lanani molekul predstavlja uprod¢eni model molekula keratina, koji ulazi
u sastav vune. Pretpostavlja se da je elastinost vune uslovljena karakterom pona-
§anja ovog molekula.

6.13. U rastvoru se nalazi N molekula rastvaraca i n molekula rastvorene sup-
stance, pri emu je n< N. Odrediti hemijski potencijal rastvora p. kao i hemijski poten-
cijal rastvorene supstance .y, ako je hemijski potencijal rastvaraca L.

Relenje
ObeleZimo Gibsov potencija Cistog rastvarata sa Go:
Go=G,(p, T, N)=Np,(p, T).

Ako rastvaratu dodamo jedan molekul supstance koju Zelimo da rastvorimo, Gib-
sov potencjal sistema ¢e se promeniti za velitinu a=a(p, T, N). Posto je prema
pretpostavci rastvor slab (c=n/N mnogo manje od jedinice) mozZe se zanemariti
medusobna interakcija molekula rastvorene supstance u rastvoru. Promena Gibsovog
potencijala, koja nastaje dodavanjem n molekula rastvorene supstance rastvaracu,
iznosi onda na. Ovde jo§ nismo uzeli u obzir identiCnost Cestica supstance koju
rastvaramo. Naime, ako su Cestice identitne, odgovarajuca statisticka suma sadrzi
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u imenitelju faktor »! [V. formulu (5.2)], tako da se u slobodnoj energiji, kao i u
Gibsovom potencijalu javlja dopunski ¢lan kTIn!. Za ukupni Gibsov potencijal
na taj nadin dobijamo:

G=Np,+noa(p, T, N)+kTlnn!=

gNy.ﬁ-ﬂ[u(p, T,N)+kTIn _n_]=
e

=N p,+ nkTIn (i -e“”‘r) "
e

s e g n 3 . g
Ovde je iskori§¢ena aproksimacija Inn!~nln—, kojom se moZemo koristiti
e

posto je n, mada malo u poredenju sa N, samo po sebi veliki broj.

Uzmimo sada u obzir da G mora biti homogena funkcija prvog reda u odnosu
na brojeve ni N (osobina aditivnosti posmatrane termedinamicke funkcije u odnosu
na brojeve n i N, koji su aditivne veli€ine). Da bi to bilo ispunjeno, u izrazu za G
se ispod logaritma mora nalaziti homogena funkcija nultog reda u odnosuna ni N:

ea‘.'kr _1=f(p’ T')
N

tako da G piSemo u obliku:

G=Np,,+nkrln%+nq;(p, ),

gde je uvedena oznaka ¢(p, T)=kT[Inf(p, T).

Pomoc¢u dobijenog izraza za G lako nalazimo hemijske potencijale p i py
(vidi izraz za dG u formuli (6.1)):

0G
=S i kT8
aveial

p.1=%£=kThl c+kT+o(p, T).
n

Prethodnim razmatranjem nije mogao biti utvrden oblik funkcije ¢(p, T),
koja je povezana sa funkcijom «. Ove funkcije zavise od prirode sistema.

6.14. Rastvor sa koncentracijom rastvorene supstance c¢<< 1 nalazi se u homo-
genom polju teZe. Naéi promenu koncentracije sa visinom.

Refenje

Za sistem, koji se nalazi u spoljnem polju, pore§ uslova toplotne ravnoteZe
(T'=const.), vaZi i uslov p—const., koji sledi iz postojanja ravnoteze u odnosu na
razmenu Cestica izmedu ma koja dva podsistema datog sistema.



185

Promena termodinami€kih funkcija sistema u polju teZe se svodi na dodavanje
potencijalne energije molekula ukupnoj energiji sistema. Hemijski potencijal p
(koji predstavlja Gibsov potencijal po molekulu) u polju teZze menja se, dakle, za
potencijalnu energiju jednog molekula. Stoga uslov p—const. moZzemo pisati (vidi
zadatak 6.13.)

a) za rastvarac:
o' = po+ £ &2 =const.
gde je M masa molekula rastvarata, a z visina;

b) za rastvorenu supstancu, molekula mase m:
w =kTInc+kT+¢(p, T)+mgz=const.
Ako poslednju jednacinu diferenciramo po z, dobi¢emo:

kT de oo d
kT de | 09 dp

+mg=0.
¢ dz Op dz

Fizitki smisao izraza %‘i nalazimo slede¢im razmatranjem. Prvo izraunamo

P

zapreminu rastvora V=(—E-(—;) polaze€i od izraza za Gibsov potencijal rastvora
g

op
naden u zadatku 6.13. Rezultat je:

G =Ny +nkT In—+ne(p, T),

V=N(‘_’E-;) +,,(iﬁ°_) ,
orlr op/r
odakle vidimo da (‘;—q‘) predstavlja zapreminu po molekulu rastvorene supstance.
Plr
Uvodeti oznaku v’=(%) moZemo dalje pisati:
Pir
_k_T._.‘_ic_.i_g' .dﬁ.{_mgz:o (6.28)
¢ dz dz

Zavisnost pritiska od visine z nalazimo iz uslova ravnoteze za rastvara¢, takode
diferenciranjem po z:

Oty

Mt i M gD, (6.29)
op dz dz
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gde smo sa v= ‘—)—P‘i) oznatili zapreminu po molekulu rastvarada. Kombinacija

Plr

jednadina (6.28) i (6.29) daje:

kT dc o

— ———Mg+mg=0.

c dz o o

Ako se rastvor moZe smatrati nestisljivim, tj. ako v i ' moZemo smatrati konstan-
tnim veli¢inama, odavde dobijamo:

c=co-e_(gz/kn-(m~M3) (6.30)

p 4

gde je ¢, koncentrac’ja rastvora pri z=0. Dobili smo uoliajenu barometarsku
formulu, modifikovanu u saglasnosti sa Arhimedovim zakonom.



7. KVANTNE STATISTIKE

U prethodnim poglavljima ove Zbirke nisu bili obradeni isklju€ivo zadaci
koji se odnose na klasi¥ne sisteme. Razmatrani su sistemi koji mogu da imaju i
diskretne energetske nivoe (vidi uvod u poglavlje 5 kao i zadatke 3.11, 3.12, 44,
4.5, 4.6, 5.2, 5.11, 5.15, 5.16, i 6.12). Medutim, diskretnost energetskih nivoa nije
jedina osobina kvantnomehani¢kih sistema. Za statistitku mehaniku ovih sistema
bitan je tzv. kvantnomehanicki princip nerazlikovanja estica iste vrste, koji tvrdi
da je u sistemu destica iste vrste (identi®ne Cestice) nemogude eksperimentalno
razlikovati Cestice. Drugim refima, ako smo utvrdili da se jedna &estica sitema,
nalazi u nekom stanju (u odredenom delu prostora sa odredenom energijom itd.)
nismo u mogucnosti da kazemo koju smo Cesticu sistema registrovali (prema kla-
sinoj mehanici &estice zadrZavaju svoju individualnost bez obzira na identi¢nost
fizi¢kih svojstava).

U prirodi postoje dve vrste sistema identi¢nih estica — sistemi bozona i
sistemi fermiona. Da li je Cestica bozon ili fermion zavisi od njenog sopstvenog
orbitalnog momenta — spina. Cestice sa celim spinom (alfa-Cestice, fotoni i dr.)
nazivaju se bozoni, dok se one sa polucelim spinom (elektroni, protoni, neutroni
i dr.) nazivaju fermioni.

Ovde ¢emo iskljufivo razmatrati sisteme neinteragujucih &estica, tj. Bozeov
i Ferm’jev idealan gas, posto je za izufavanje sistema sa nezanemarljivom medu-
sobnom interakcijom potrebno potpuno poznavanje metoda kvantne mehanike
i kvantne teorije polja.

Neka sistem sadrzi N Cestica i neka su e, €, ..., &,... moguée vrednosti
energije svake Cestice sistema (u opStem sludaju f moZe da bude skup tzv. kvantnih
brojeva koji potpuno karakteridu jedno&esti¢no stanje). Tada je stanje sistema oka-
rakterisano skupom brojeva {n,}, gde n, pokazuje koliko se &estica nalazi u f — tom
stanju. Brojevi n, nazivaju se brojevi popunjenosti jedno&zsti¢nih stanja. U slu¢aju
sistema bozona n, moZe biti 0,1,2,3, ..., dok u slutaju fermiona n, moze biti
samo 0 ili 1. U udzbenicima kvantne mehanike pokazuje se da su moguce vrednosti
n, posledica navedenog principa nerazlikovanja estica. Cesto se zahtev da dva
fermiona ne mogu istovremeno da budu u jednom istom kvantnom stanju (n, moZe
biti samo 0 ili 1) naziva Paulijev princip (Pauli).

Za fizitke sisteme kod kojih n, moZe biti bilo koji negativan ceo broj kazemo
da se ponaSaju po Boze-Ajnstajnovoj statistici, dok za one kod kaiih je n—0 ili 1
kaZemo da se ponasaju po Fermi-Dirakovoj statistici. Moguée je definisati i tzv.

187
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Bolcmanovu statistiku, ili Bolcmanov sistem identi¢nih Cestica. U tom sludaju je
takode n,—0,1,2,3, ..., kao kod Boze-Ajnitajnove statistike, ali stanje sistema
nije potpuno okarakterisano skupom {r.}, ve¢ je potrebno i »numerisati« Cestice
(na primer, indeksom i=1,2, ..., N)ire¢i u kom se jednoCestiénom stanju nalazi
i — ta Cestica. Razlika medu pomenutim statistikama lepo je ilustrovana u zadatku
1.13, gde celije odgovaraju jednolestitnim stanjima f, a broj N i verovatnoca 1/N
navedeni su u zadatku samo radi odredenosti kojom se formulifu matematiki
problemi. U stvari, u prirodi ne postoji sistem sa Bolcmanovom statistikom, ali se
ona koristi, i to veoma &esto, posto se pokazuje da sistemi bozona i fermiona imaju
na visokim temperaturama asimptotski ista termodinamicka svojstva kao Bolcmanov
sistem.

U uduZbenicima statistitke mehanike izvode se slede¢e formule za srednje
vrednosti brojeva popunjenosti u stanju termodinamicke ravnoteZe:

I
T e .0
e 1
za sistem bozona, i
=1
= (72)
e kT +1

za sistem fermiona. Ukupna energija sistema E i ukupan broj &estica N odredeni
su formulama:

E=;;!E, (7.3)

N=32n,. (7.4)

Smisao parametara T"i . zavisi od fizickih uslova termodinamitke ravnoteZe, ili,
formalno, od pretpostavki o ansamblu sistema pomocu koga su formule (7.1) i
(7.2) izvedene. .

Ako je sistem izolovan tako da se vrednosti E i N mogu smatrati fiksiranim
(ovakvi uslovi odgovaraju mikrokanonskom ansamblu) onda jednatine (7.3) i
(7.4) predstavljaju samo implicitne formule za parametre T i p.

U slu&aju kada se sistem sa datim brojem &estica N nalazi u kontaktu sa termo-
satom temperature 7' (ovakva situacija odgovara kanonskom ansamblu) onda
jednadina (7.3) odreduje srednju energiju sistema, a jednalina (7.4) predstavlja
implicitnu formulu za parametar p.

Ako se sistem nalazi u kontaktu sa termostatom temperature 7 i rezervoarom
destica koji je okarakterisan hemijskim potencijalom p (veliki kanonski ansambl),
onda jednaline (7.3) i (7.4) odreduju srednje vrednosti energije i broja Cestica
sistema.

U sistemima gde je ukupan broj &estica neodreden, kao §to je slutaj sa sistemom
fonona u &vrstom telu (vidi zadatak 7.10) ili v slu¢aju sistema fotona kod apsolutno
crnog tela (vidi zadatak 7.11), hemijski potencijal i je jednak nuli. Ovo sledi iz
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termodinamitkog uslova ravnoteZe sistema. Pri odredenoj zapremini ¥ i tempe-
raturi T sistem ¢e biti u ravnoteZi ako je njegova slobodna energija F minimalna.
Ako je broj &estica promenljiva velitina onda to zahteva:

(‘)—F) il
BN V'T

_[oF
g (aN),,_,’
tako da nalazimo da je p=0.
Kvantno stanje slobodne Sestice moZze biti potpuno okarakterisano impulsom

Prema trecoj relaciji (6.1) sledi:

;i orijentacijom spina. Tada se pri konkretnim izratunavanjima u formulama
(7.3) i (7.4) Cesto prelazi sa operacije sumiranja na integraljenje po obrascu:

gV —
z--)-(—z‘;t_kj;j‘ﬂp, (7.5)

r3
gde je g=2S8+1, a Sh je spin Cestice: ki je Plankova konstanta podeljena sa
2x i d3;= dp,dp,dp,. Ovde se pretpostavlja da odnos;

3—.
svdp (7.6)
(2= h)?
odreduje broj moguc¢ih kvantnih stanja (gustina stanja) Cestice fije komponente
impulsa leze u intervalima: [pz, pz+dpz), [py, Py+dpy] i [p., p.-+dp.). Pokazuje

se da su gornje dve formule rigorozne kada V—oo0, jer tada moguce vrednosti —,5
obrazuju kotinuum. Ipak, prelaz (7.5) moze se koristiti pri tretiranju mnogih realnih
problema, pa ¢emo tako postupati i u slede¢im zadacima.

Formule za Boze-Ajnitajnovu i Fermi-Dirakovu statistiku Zesto se razlikuju
samo po znaku [vidi, na primer, formule (7.1) i (7.2)]. U svim takvim slu¢ajevima
mi ¢emo istovremeno pisati oba znaka s tim 5to ¢e se gornji znak uvek odnositi na
Boze-Ajnstajnovu, a donji na Fermi-Dirakovu statistiku.

Pri refavanju zadataka u ovom poglavlju festo ¢e se pojavljivati integrali
oblika:

2
& [ 2. 5 (.7
l/‘rt. zle?F1

4
F—= | x*In(1+ze*")dx. (7.8)
&4

]
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Razvijanjem pointegralne funkcije u red i integraljenjem »¢lan po ¢lan« mogu se
dobiti sledece relacije (vidi zadatke 7.4 i 7.5):

_17:.[ z*f;’d; 1 =,:l(i La):z 65,0 1.9)
i
= &= M—G* 2). 7.10
:Fﬁaflen(l:Fz s 2 I ) 010
Funkeije oblika:
G (@)= Z w (7.11)
povezane su sa tzv. Rimanovom { funl’vl;c;om (Riemann):
CE) =1ty i
pomoéu relacija:
G (=26 (7.13)
i
G. (‘)=(1— lﬁl)t(s).

Postoje tablice vrednosti { funkcije. Cvde ¢emo navesti one vrednosti koje ¢e
nam biti potrebne pri refavanju zadataka:

w2 nt
C(2)~?, t(4)=;6, iy

L~ 1,202, L(S)~ 1,037, ¥(7)a 1,008, (7.14)
C(%)%Z,GIZ, t(%)m,scu, t(%)m,m.

Sa ¥ funkcijom povezana su i slede¢a dva korisna obrasca, koji se mogu pro-
veriti na potpuno analogan nacin kao formule (7.9) i (7.10), odnosno formule (7.13):

w.x""dx =@ _ 91— 15"
__e""+l p (1 =219 (s), (7.15)

mﬂ::c’“d)c I'(s)
—— T e 5 &
J oex—1 a <@
0
gde je I'(s) gama-funkcija definisana relacijom (1.26).

(7.15")
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7.1. Pretpostavljajuéi velike kanonske ansamble idealnih gasova bozona i fermi-
ona izvesti formule (7.1) i (7.2).

Refenje
Neka su g, €3, ..., & ... mogue vrednosti energije jedne Cestice, a n,
broj Cestica koje imaju energuu g/ Tada je:

Ey=2.5ny (7.16)

energija sistema neinteragujuc¢ih Cestica. Ako je ukupan broj Cestica u sistemu
fiksiran, tako da je:

N — fzn i (?' 17)
onda termodinamicke osobine sistema slede iz statistitke sume:
Zy= e BB = 3 e PTY, (7.18)
) "}

gde se pri sumiranju mora voditi ratuna o uslovu (7.17).
Ako je u sistemu odreden samo srednji broj Cestica tada se termodinamitka
svojstva mogu racunati pomoc¢u velike kanonske statisticke sume (6.7):
B ileg =
v..c'= z L’ﬁN“"ZN— z e]\a'_l z e B}:qnf z z ﬂf‘“ lf)"lf.
N0 {m N=0 ()

(7.19)

ZapaZa se da je lakSe izratunati sumu (7.19) nego sumu (7.18). Naime, kod sumiranja
(7.19) ne postoji ograni€enje (7.17) pa se moZe izvriiti sumiranje po svakom &lanu
skupa {n,} nezavisno:
BmDD o Dy« EVE—PY _TTS p-p¥, (7.20)
ny ng f nf
Dalje izratunavanje zavisi od mogu¢ih vrednosti n,, tj. od vrste identitnih Cestica.

Ako se sistem Cestica sastoji od bozona onda n, moZe biti bilo koji ceo nenega-
tivan broj tako da mnoZitelji u gornjem proizvodu dobijaju oblik:

o 1
G 7.21)
nzo 1- eﬂﬁ**‘ﬁ (
gde smo pretpostavili da je p<e,za svako f.
U slucaju sistema fermiona n, moZe biti samo 0ili 1, pa dobijamo:
VY _ 1 pefe (7.22)
l'lf;_—_ﬂ

Iz dobijenih formula sledi:
- H fl e FyF (7.23)

gde gornji znak odgovara Bozc-AJnﬁtajnovm statistici, a donji Fermi-Dirakovoj
statictici.
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Formulu (6.6) moZemo da napifemo u obliku:

- ﬂ(): epnf— whN)

wan-£-

i moZemo je tumaciti kao verovatnocu da se sistem nade u stanju sa biojem cestica N
tako da se u jednolestitnim stanjima sa energijama e;, €3, ..., €, - .. nalazi
ny, Nz, ..., Ny ... Cestica respektivno. Ako prosumiramo gornju verovatnofu
po svim moguélm N i odgovaraju¢im skupovima {n,} sa fiksiranim brojem n,
dobicemo verovatnou W (n;) da se n; Eestica nalazi u j-tom jednolestitnom stanju:

SR et
£, 1oF
= , (7.24)

W(n)=

gdé simbol | [’ oznagava proizvod bez mnoZitelja sa indeksom j. Ako u ovoj
!
formuli zamenimo E sa odgovaraju¢im izrazom iz relacije (7,10) dobi¢emo;
Fu—dn

W(n)-) =5 W s
"y

(7.25)

Otigledno da j-to stanje nije specifitno pa dalje moZzemo upotrebljavati indeks f
umesto j. _

Srednji b1oj Ce-tica n, pri datoj temperaturi i odredenom hemijskom potencijalu
nalazimo pomocu formule (7.25):

Zn fe-py i 3
n,=zﬂ;W(";)== EW Eg{m%eﬂ“‘“f’"f}-
e

Koriste¢i jednakosti (7.21) i (7.22) odavde dobijamo:

eb w—ep) 1

B l—tp) t -
= :FE“_{IH(IH = 15679 FGw gy’

a to su formule koje je trebalo izvesti. Korisno je naglasiti da se iste formule mogu
dobiti i razmatranjem kanonskog ansambla sistema, samo §to se tada p. pojavljuje
kao parametar bez fizickog smisla, koji je implicitno odreden uslovom (7.17).

7.2. Pokazati da za idealan nerelativisticki gas postoji sledeca relacija nezavisno
od statistike kojoj Cestice pripadaju:

2 .
v=—1E,
=3

gde je p pritisak, V je zapremina, a E srednja kinetiék a energija sistema.
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Refenje

Zadatak moZemo da ref§imo na dva nalina. Prvo, moZemo da iskoristimo
kinetitku definiciju pritiska. Pretpostavimo da &estice nemaju spina (g=1 u formuli
(7.5)) i podimo od odnosa:

s V — i V - — -
n d? n a3 n,d*
7 @2rhy p= ? @nh) # _ # —di¥
N = ¥ g f— o
n a3 n d?
@nhy? P g T P

koji moZemo da tumagimo kao verovatnofu da destica sistema ima intenzitet
impulsa izmedu p i p+dp, a da joj pravac kretanja leZi u prostornom uglu

sin ﬁ dbdq, poto je dp p sinBdpdbdg. Ovde smo intenzitet impulsa obeleZili

sa p da bismo ga razlikovali od pritiska. Integracijom dW po ¢ dobijamo
verovatnoéu dW da se Cestica kreée pod uglom 6 ka povriini zida suda;

2
f p?sin0dpdbde S %
AW = 0 n,pzsmﬁdpdﬁ

2 o )
fff n,p mBa}adqu: 2f;;052d5
000 0
N .7 : o T
Prema tome, _Vd WT?? cos O je broj Cestica koje u jedinici vremena udare

o jedinicu povr¥ine zida suda pod uglom 6 u odnosu na normalu na zid, a

imaju impuls izmedu p i §+df (N je ukupan broj destica). Impuls koje Cestice
predaju zidu suda je;

-~

= N p
dp=2pcosD- 7—';I-cosﬁdW

N 1 n,p cos’smﬁdpda

f n,,pz dp

V m

Integracijom dp po uglu 0 od 0 do =/2 i po svim moguéim intenzitetima impulsa
nalazimo ukupan pritisak:

13 Fizika
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Ako u ovim integralima uvedemo kao promenljivu energiju e,, Koristeci
vezu ep=p2[2 m, koja vaZi za nerelativisticke Cestice, dobi¢emo:
f & Vs_r,a,ds,

p=r—AIN"TT— -

f Va_p;’;dsr
0

Otigledno da izraz u zagradi predstavlja energiju sistema E bez obzira da li se
za np upotrebi formula const e ®e, ili formula (7.1), ili formula (7.2), koje res-
pektivno odgovaraju Bolcmanovoj, Boze-Ajnstajnovoj i Fermi-Dirakovoj statistici.
Prema tome, nalazimo:

2 _
v=—EF,
=3

§to je i trebalo pokazati.

Istu relaciju moZemo da izvedemo polaze¢i od opste formule (6.8) za termo-
dinamicki potencijal:
J=—kThE.

Ako u ovoj formuli iskoristimo rezultat (7.23) iz prethodnog zadatka dobi¢emo:
1
J= ;t—ﬁ—Zln {1 Fe-Be-w}, (7.26)
7

Pretpostavimo da su jednoCestitna stanja odredena impulsom Cestice p i predimo
sa sumiranja na integraciju po formuli (7.5), uzimajuéi kao i ranije g=1. U slucaju
Feimi-Dirakove statistike dobijamo:

~2

.. oAV
J—-—-kTV%fpzln[l-t-e o(5) "]dp
0
7.27)
S —kTchVe_,ln[1+e—ﬁ(-,-u>]ds,,
]

gde je:
70 2512 32
B
Pomocu relacije (6.2), (6.3) i (6.8) — (6.12) mogu se naci sledece veze izmedu
broja estica N, pritiska p, unutrasnje energije U (ne treba zaboraviti jednakost
unutrasnje i srednje energije sistema, U=E) i termodinamitkog potencijala u sluaju
termodinamickog sistema (a;=V¥, 4,=p, max {s}=1):

Nm-ﬂ,p=~a—J,U=G—PV+TS=uN+J—T£. (7.28)
o ov oT

C
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Koriste¢i ove relacije i izraz (7.26) nalazimo:

p=kIC [ In{l+e*% ™ /e ge
(1]

EPSJ‘Z
U=VCfe—N¢p$.-[-—l‘ ds,,.
o

Formulu za pritisak moZemo transformisati metodcm parcijalne integracije:

+2c f_eg’idi.:_z_c _SPdy
3 efle,—w 1] 3 Pl G B |
1]

oo

p= kTC% &,¥2In {1 +e-Be, -1}

Odavde i iz prethodne formule za U sledi:

2
V=—U.

73
U slutaju Boze-Ajnitajnove statistike postupili bismo na slitan natin, samo
Sto bismo morali da vodimo racuna da suma (7.26) moZe da sadrZi jedan beskona¢no
veliki sabirak (slu¢aj kada je e,=0 i p=0), koji prema tcme moZe da ima isti zna&aj
kao svi ostali sabirci (vidi zadatak 7.4). Zato ¢emo pri prelazu od sume na integral

u relaciji (7.26) ovaj ¢lan izdvojiti:

. 7 -
J-:kTV%?— fpz In{1—e* (3;?'“) }dp—kTIn (1 —e*) (7.29)
0

Citaocu prepustamo za samostalnu ve?bu da proveri da iz formula (7.28) i (7.29)
sledi ista relacija izmedu pritiska, zapremine i kineticke energije kao u sludaju
Fermi-Dirakove statistike. Naglasimo da se ovde radi o kinetickoj energiji sistema,
koja nije identitna sa wnutraSnjom energijem, Cak iako je sistem idealan, posto
Cestice mogu imati unutradnju strukturu, pa u unutradnju energiju ulazi jos i energija
pobudivanja unutradnjih stepeni slobode.

1.3. Pokazati da ako se formule (7.1) i (7.2) mogu aproksimirati Bolcma-
novom formulom n,~e~®s da je tada termalna talasna duZina (5.8).

h

)L e ————————
T V2mmkT

identicnih Cestica mase m, koje cine idealan gas, mnogo manja od srednjeg rastojanja
medu Cesticama.,

Refenje
ZapaZzamo da ako je ispunjena nejednakost:
Bl S>> ] (7.30)

13*
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da se onda formule (7.1) i (7.2) mogu pisati u aproksimativnom obliku:

koji odgovara Bolcmanovoj statistici. Nejednakost (7.30) je ekvivalentna nejedna-
kosti:
i< 1. (7.31)

Iskoristimo sada aproksimativni oblik za 7, u formuli (7.4):
N = efr z e—Peg,
2

Ako ovu sumu zamenimo integralom prema formuli (7.5) (g=1) dobi¢emo:

2,
N=eﬂl*£fe‘aﬁd3p

2t o
g 72
=eﬁﬂ*£;-ff!e_ﬁﬁ‘pzsinﬁdq;dﬂdo
0 0

32
iy (27 mkT)
B

odnosno:

eBI-"—.,—_E .._._.;Z}_._.._....,aﬂ)ﬁr_

V QremkT)2 v

Prema tome, da bi nejednakost (7.30) bila zadovoljena za svako €>0
potrebno je da bude zadovoljena i nejednakost:

Ar <L (_;)1.'3 ’

koju moZemo da tuma&imo kao zahtev da termalna talasna duZina bude daleko
manja od srednjeg rastojanja medu Sesticama.

7.4. Idealan gas od N bozona nalazi se u zapremini V. Neka ny oznacava broj
lestica u najnizem jednolesti¢nom stanju gg=0 (;= 0), a n’ broj Cestica u svim ostalim

stanjima (p+#0). a) Pokazati da je hemijski potencijal negativna nerastuéa funkcija
temperature. b) Naéi kriticnu vrednost temperature T, za koju je . (Tc)=0 i za
koju je maksimalna vrednost n' jednaka N. c) Sta se deSava sa gasom bozona na
temperaturama niZim od T,?

‘Refenje
a) Ukupan broj Cestica N odreden je relacijama (7.1) i (7.4), koje éemo napisati
u obliku:
1
N = =
E efle,—w ] ehu_ 1 +2 ef e~ 1
r p#0
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ZapaZzamo da p ne moZe biti pozitivna velifina, jer bi u tom slu€aju za neke tempe-
rature gornji izraz za N bio negativan, §to nema fizitkog smisla. Ako isti izraz
posmatramo kao implicitnu funkciju za p:

N (p.(T), T)=const.,

u tom sluéaju nalazimo:

oON
dp FYs
ar~ oN’
op

odnosno:
k(ep—p) B2 6
[eB & — 1]

dp_p _ pzo

dr T 5 Bek(,—1)
5 [N 1]
p£0

Prvi ¢lan s desne strane gornje jednakosti je negativan, ili je jednak nuli (.<0),
dok je drugi ¢lan pozitivan, ali po§to ovaj drugi ima negativan predznak sledi

. dp
da je —=<0.
JedT'-..

b) Formula (7.32) je implicitna jednadina za hemijski potencijal ., tako da
nalaZenje traZene vrednosti 7, zahteva prethodno odredivanje n, i n". Prema
ovoj formuli vidimo da n,— oo u slutaju kada p—0, tako da sama formula
gubi smisao ukoliko se zahteva da uslov N—=const. bude ispunjen. Zbog toga
sluaj =0 treba da se razmatra sa posebnom paZnjom. Rigorozno razmat-
ranje moguce je jedino u uslovima termodinamitkog limesa V—>o0, N— o0

pri%=const. (uporedi sa zadatkom 6.10). Ovde ¢emo se ograniliti na
aproksimativna razmatranja &iji su rezultati takode znacajni.

Odredimo n’ kao funkciju temperature. U tom cilju iskoristiéemo obrazac
(7.5) (radi jednostavnosti pretpostavljamo da je g=1):

, ¥V #p 4= Vf Pdo
=v— 5 = p"_
B eew—1 o p S (G

n

V4 [ xdx V4 -
VA _Xdx VA4 [ 33 mtgmsnng 7.33
l’rVﬂfz—Iezz—l lsrl/ﬂfx z = ¢ )
0 0

n=0

Ve 4, vV = ooy +
et [ et n’ % _ ¥ G,
J\'."‘3»2! I"ﬂf z 16
0

131‘::-:]’?”2 7\37 3
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gde smo uveli vznaku z=eP* i iskoristili relaciju:

1 11 3 1 1 yx
— gy — ~t gl — e — VO 337
fxze nat gy = = t\2 o=t df — 5 nmI‘(z)_ RN (7.33")

L}

u skladu sa formulom (1.25). Primetimo, pre svega, da u gornjem integralu nije
uzeto u obzir stanje sa najnizom energijom g,=0 (;=0) posto je odgovarajuca
gustina'stanja (7.6) jednaka nuli za ;=0. Zbog toga je, u stvari, izraz za N u formuli
(7.21) i bio napisan u obliku dva sabirka.

Moguce vrednosti argumenta z u formuli (7.33") pripadaju intervalu [0,1].
Poito je funkcija G, monotono rastuéa sledi da je najveca moguéa vrednost n’
odredena izrazom:

+
K s Gy (st (i)m2,612£=2,612V(
23 7 }\31_ \2 3

T 7"3'

(7.34)

2emkT )3"2
2 ]

koji odgovara nultoj vrednosti hemijskog potencijala (z=1 za p.=0, pri konatnim
temperaturama). To znaci da je maksimalan broj Eestica koje se mogu naci u stanjima

sa };7—90 odreden izrazom (7.34), iz koga se vidi da ovaj broj opada sa smanjenjem
temperature pri datim veli¢inama N i V. Kriti¢na vrednost temperature 7; je ona
pri kojoj N'max postaje jednako N:
¥ 2,612 (._f’_z__
Vv

3

=7 -3
=26122 7.35
27 mkT, ) : (7.33)

Odavde se vidi da u oblasti kriti®ne vrednosti temperature termalna talasna duZina
postaje veli¢ina istog reda kao i srednje rastojanje medu Sesticama.

Za idealan gas bozona na temperaturama niZim od 7, obino se kaZe da je
degenerisan, a temperatura 7 se naziva i temperatura degeneracije.

¢) Ispod 7, maksimalan broj &estica u stanjima sa p= 0 postaje manji od
ukupnog croja festica N, tako da se preostali broj Cestica, N—n'max, mora
na¢i u stanju sa najmanjom energijom e,=0, Ova pojava se naziva Boze-Ajn3-
tajnova kondenzacija. Na taj nalin ispod 7, broj &estica n,= N —n" postaje upo-
redljiv sa N (pri T—0, n,—>N; vidi formulu (7.32)), dok je izmad 7, prak-
titno zadovoljena nejecnakost n, <€ N.

Interesantno je uporediti brojeve n i n’ ispod 7,. U tom sluaju ne mo-
Zemo da se posluZimo formulom (7.32), poito je prema istoj ny=o0 za p=0, a
hemijski potencijal je jednak nuli za svako T'<T,, jer je p(7) nerastu¢a nega-
tivna funkcija temperature. Medutim, moZemo smatrati da je priblizno n' =n’may
tako da iz formula (7.34) i (7.35) sledi:

32
(e
T,
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a odavde i iz relacije n+n,=N dobijamo:

3
no——~N[l _(_{)z]
TC
Relaciju (7.34) moZemo razmatrati i pri fiksiranoj temperaturi 7, a pri pro-

menljivoj zapremini V. Tada zapa’amo da ¢e postojati neka kritiéna zapremina
(pa prema tome i kritina koncentracija):

1 8
L
2,612\2 e mkT

takva da ¢e se za V<V, takode pojavljivati Boze-AjnStajnova kondezacija.

Boze-Ajnitajnova kondezacija se naziva i kondenzacija u impulsnom prostoru,
zato 3to pri gore navedenim uslovima znatan broj Cestica sistema prelazi u stanje

sa odredenom vredno$tu impulsa (;=0), tj. »obrazuje novu fazu«. U obitnom

koordinatnom prostoru »nova faza« (;=0) i»normalna komponenta« (p=0) potpuno
su pomeSane, tako da se u stanju termodinamifke ravnoteZe sistema primecuje
potpuna prostrana homogenost sistema. Boze-AjnStajnova kondezacija Cesto se
koristi kao analogija za prelaz tetnog helijuma H? u superfluidno stanje, o emu
ditalac moZe da sazna viSe u udZbenicima iz statistitke fizike.

7.5. Naci korekciju prvog reda, koja poti¢e od kvantnih efekata, u jednacini
stanja za klasi¢an idealan gas.

Refenje

Relacije izmedu pritiska, zapremine i temperature nalazimo na osnovu formula
(7.27), (7.28) i (7.29). Poito se u zadatku pretpostavlja da je u osnovi tatna klasi¢na
relacija:

pV=NkT

i traZi se samo prva popravka usled kvantnih efekata, to u stvari znadi da se sistem
nalazi na dovoljno visokim temperaturama. U tom smislu moZemo pretpostaviti
da se u slufaju idealnog gasa bozona sistem nalazi iznad kriti¢ne temperature 7,
tako da se drugi sabirak u formuli (7.29) sme zanemariti (vidi prethodni zadatak).

Prema tome, polazimo od izraza za termodinamitke potencijale:

am [ g
J=‘= ikTV%fp:lD{lq:e t!'(Zm “)}dp
0

i na osnovu formule (7.18) nalazimo pritisak:
[--] P: -]
—8(5—#
pm kT AT fpz In{lFe (& Yap= FhTNF* f 2 In (1 F ze—*) dx,
n Vr
L]

o0
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gde smo izvriili smenu promenljive B-ipz— =x? i uveli smo oznaku z=ef*. Ako
m

podintegralnu funkciju razvijemo u Tejlorov red oblika:

In(1Fy)=— g (& l:"y" , (y=ze—*),
n=1

a zatim izvrSimo integraljenje »¢lan po &lan« dobi¢emo:
1 = (£1y+izn 1 =+
=kT — - =kT— G3 (2), 7.3
p 2 ﬂ‘j‘l e T @) (7.36)
gde smo iskoristili relaciju (7.33").
Na slian nacin, pomo¢u formula (7.27), (7.28) i (7.29), nalazimo:

% o -1 = -
Mot A f _Fdx |V S sV ol @ (7.37)
P P B U = R Tl

Eliminacijom parametra z u formulama (7.36) i (7.37) moZemo na¢i relaciju koja
povezuje p, Vi T. U tom cilju zgodno je u formuli (7.37) veli€inu z shvatiti kao
funkciju od k;--g i naci razvoj z po novoj promenljivoj, koja je na visokim tempe-

raturama mala veli¢ina (vidi zadatak 7.3). U opstem sluaju to se postiZe na slede¢i
nadin. Ako je y funkcija od x, takva da je:

y=f(xX)=ax+bx’+cx3+ - -+ , (a#0), (7.38)
onda se koeficijenti u stepenom redu inverzne funkcije:
x=9())=Ay+By:*+Cy*+ .- - , (7.39)
odreduju prema formulama:
1 b 1
A=— , B=—— C=—Q2b-ac),--- , 7.40
p pr; g ( ) (7.40)

koje se dobijaju zamenom izraza (7.39) u formulu (7.38) i izjednacavanjem koefici-
jenata uz Clanove istog stepena na levoj i desnoj strani tako dobijene jednakosti.

Primenjujuci obrasce (7.40) u slutaju razvoja (7.37) nalazimo:

N _s_ 1 [N_3\? 1 1 N .3\?
" il it et Y i 7.41
z=P Vlﬁzm(ylr) +(4 Sm)(V?LT) F (7.41)
Ako gornji izraz za z iskoristimo u formuli (7.36) dobi¢emo:
NkT 1 N_;
—T(l Fom oot ) (7.42)

a to je jednacina stanja za idealan gas korigovana usled postojanja kvantnih efekata.
ZapaZamo da prva korekcija (a i sve ostale) zavisi od odnosa JL;'[(VIN ), » tj. od
odnosa termalne talasne duZine prema srednjem rastojanju medu Cesticama. Ako je
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ovaj odnos veoma mala veliina onda su i korekcije usled kvantnih efekata zane-
marljive. Treba takode primetiti da je u slufaju idealnog gasa fermiona pritisak
pri jednakim uslovima veéi nego u slu¢aju gasa bozona. Ovo se moZe tumaciti
time Sto se dva fermiona ne mogu naci u istom stanju, pa prema tome ne mogu
imati ni beskonaéno bliske poloZaje. Zbog toga se fermioni efektivno odbijaju, usled
&ega je i pritisak na zidove suda veéi.

7.6. Odrediti hemijski potencijal idealnog gasa fermiona pri niskim temperatu-
rama i pri velikim gustinama. ReSavanje zadatka poleti smenom promenljive x*=y
pod integralom u formuli (7.37), a zatim izvr§iti parcijalnu integraciju. U take dobije-
nom integralu razviti u red funkciju y*'* u blizini tacke Pp.=v i pretpostaviti da se
moZe promeniti redosled operacija sumiranja i integraljenja. Ovo je tzv. Zomerfeldov
metod (Sommerfeld).

ReSenje

Pri niskim temperaturama i relativno velikim gustinama odnos J\?—/(V}N ) je
veli¢ina znatno veéa od jedinice, tako da iz formule (7.37), u integralnom obliku:

N 4 x2dx
e A it | i ,
VT: f z7le® 4 ]
o
zakljuCujemo da z=ef* mora biti vece ili jednako jedinici, odnosno p. ne moze

biti negativno. Imaju¢i ovo u vidu pristupamo reSavanju gornjeg integrala kao 3to
je navedeno u zadatku:

(7.43)

;ELf__’f.i‘i_E}_ [ Vydy
e+l V= z7ler 41
0

Ve

4 y3;z T 4 J,J,'z ~1py 4 e yafz ey
T = dy.
3VYm zlev+1 L 3r (z e’ +1)? 3= (@~ +1)
0

Ako funkciju f(y)=)*? razvijemo u Tejlorov red u okolini tatke v i zatim
izvr§imo smenu promenljive y—v=t dobi¢emo:

r 3 3
W R i) £ iy Gy s s |
3uf(‘“+1)z[ 2 VOO ]y
0

,!z +__3_\,U21+_:_v—-1j212+ .. -]df

=3VE f(e'+1)=[ 2

(-] +w —y

Ef?(t)dr= frp(r)dtf fq>(t)dt.

-V — —oo
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gde je:

o(0)= LA (VSN IRV PR P
31F @ +1) 2 8

Inetegral u intervalu (— o, + o) moZe se svesti na Rimanovu ¥ funk-
ciju, dok je integral u intervalu (— oo, —v] reda veliCine e~v—e~wk7, tako da
se moZe zanemariti pri p>>0 i niskim temperatuma. Na taj nain nalazimo:

P (lo v312+—2- 1, v1ﬂ=+%rzv-m+ .- ) (7.44)

4=
+ w2
= f _.t_ft_dt
(' +1)?

Kada je n neparno podintegralna funkcija je takode neparna pa je tada I,=O0.
Integral J, moZemo jednostavno odrediti:

-
oo [t [l
(e'+1)

U slu¢aju kada je n parno treba prvo da zapazimo da je taina sledeca relacija:

-4 n—1
Baacii]s2 0 f -1t
41
zatim moZemo da izvr§imo smenu promnljive A t=u, tako da dobijamo:

o . y
S i(w . du) o [EM
oM e+ 1 -1 e+ 1

gde je:

a ovakvi integrali su povezani sa Rimanovom £ funkcijem pomoéu obrasca (7.15").

Prema tome formulu (7.44), odnosno formulu (7.43) moZemo konatno pisati
u obliku:

Na_ 4 w3 re Mo
= Ve [(Bu) + L@ ET+
(7.45)

- 7= | e ]

Ova relacija predstavlja implicitnu jednalinu za p. Da bismo odredili hemijski
potencijal u funkciji temperature prepisimo istu relaciju u obliku:

1-=('-l‘;i)3’2 [1 +"§(Bu)‘2'+ - ] (1-46)
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gde je pg kostanta koja ne zavisi od temperature,
W 672N\
2m ( 4 )

Ova kostanta naziva se Fermijeva energija, ili Fermijev nivo, i ima veoma intere-
santan fizicki smisao (vidi slede¢i zadatak).

(7.47)

Pretpostavimo da se @ moZe razviti u red po stepenima k7/p,=(P

p=po 1 +a @)™ +b ()™ + - - -1 (7.48)
Odavde sledi da se (/p,)** takode moZe razviti u red:
3/2
(ﬁ) ~ 14+ A @) +BEr) 2+ - (7.49)
o

Nepoznate koeficijente 4, B, , .. odredujemo zamenom izraza (7.48) na levoj strani
relacije (7.49) i izjednatavanjem koeficijenata vz iste stepene na levoj i desnoj strani
tako cobijene jednakosti. Pri tome koristimo formulu:

i(i_l)
3
1z =1 a3 2N Ty ..,

2 2!
gde je:
x=a@uy) " +b B2+ - -
Tako dobijamo:
|32 3 _ 3 3 &
(—) =1 +a(@u)-! +(—b+—-a2)(;sp,,) b (7.50)
o 2 2 8

Zamenom formula (7.48) i (7.50) u formulu (7.46) nalazimo slede¢u jednakost:
3 .2
1 m[l +~5~a({3p0)" +(%b +%a2) Bro) =2+ - - ] [1 +%(Bua)‘2+ . ]

koja ¢e biti zadovoljena samo ako su koeficijenti uz sve ¢lanove oblika (fp,)~" na
desnoj strani jednaki nuli, odnosno ukoliko je:

2
a=0, b= —E—
12’
Zamenom ovih rezultata u formulu (7.48) kona¢no dobijamo:
7.:2
u=uo[1 - ] (7.51)

Interesantno je uporediti dobijeni izraz za p sa formulom (7.41) iz koje sledi
izraz za p pri visokim temperaturama i malim gustinama, tj. u sluéaju kada je
A/(VIN) <1,

23 = 1 ‘_?\3 r
(_li 232 : (7.52)
2 N

p=kT In +kTIn|1+
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Prema formuli (7.51) zapaza se da je u sluaju niskih temperatura i velikih gustina
1 pozitivna i konacna veli¢ina, dok je u suprotnom slu¢aju (formula (7.52)) p. nega-
tivna veliCina, posto je prvi sabirak u odgovarajucoj formuli sigurno negativan
(kao logaritam broja manjeg od jedinice), a drugi sabirak je zanemarljiv.

7.7 Ispitati srednje vrednosti brojeva popumjenosti jednocesticnih stanja pri
niskim temperaturama u slucaju idealnog gasa od N Fermijevih Cestica: a) bez spina i
b) sa spinom Sh.

Resenje

a) Srednje vrednosti brojeva popunjenosti cdredene su formulom (7.2), gde
¢emo pretpostaviti da je e;=ep=p?(zm. Pri niskim temperaturama mocZemo da
koristimo formulu (7.51) za hemijski potencijal:

- 1_£("_T2+...
=gl 1 -2 uo) .

gde je Fermijeva energija po odredena formulom (7.47). Prema tome, pri veoma
niskim temperaturama pretpostavicemo da je:

R g
U tom slu¢aju na osnovu formule (7.2):

- 1
"= PO IER

nalazimo da pri 70 (— c0) postoji sledeca raspodela festica po nivoima:

& 1 e, <y,
n, = 2 (7.53)
4 [O €,> g

Dobijena raspodela je povezana sa Paulijevim principem, koji zahteva da dva
fermiona ne mogu istovremeno da budu u istom kvantnem stanju. Zbog toga u
osnovnom stanju sistema fermiona (pri 7—-0) &estice popunjavaju najniza energetska
stanja do konacnog nivoa py. Drugim refima, pg je jednodestini nivo energije ispod
koga se nalazi tatno N nivoa. Ako poslednju reenicu prihvatimo kao definiciju
Fermijevog nivoa tada moZemo pcmocéu formule (7.5), odnosno (7.6), da odredimo:
relaciju izmedu pg i N. Tako nalazimo:

V —*
71_3 fdp”N:

S ‘P <Hp
odnosno:
2n ™ P

F ]
% . Vo
Nn—il-ifffpzsmﬁdqadﬁdo=4n—;r‘-1/2m3fngsp
o o o0 0
411:£

2
= —-3—— h] (2 m)}ﬂ {-Lnuz, (;'_’;:" = {-Lu) » (?‘54)
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gde je p, vrednost impulsa koji odgovara Fermijevom nivou (u impulsnom
prostoru p, odreduje polupretnik sfere, tzv. Fermijeva sfera, unutar koje se
nalaze vektori impulsa svih Cestica u osnovnom stanju sistema). Poslednja re-
lacija, (7.54), povezuje veliine p, i N na isti nafin kao i formula (7.47).

b) U slucaju fermiona sa spinom sk takodje koristimo formulu (7,2) ali
sada f oznatava kvantno, stanje Cestice sa odredenom energijom i odredenom
projekcijom spina. Ako energija Cestice ne zavisi- od projekcije spina onda se
u datom energetskom stanju mogu na¢i 2s-+1 estica sa 25+ 1 razli¢itih poo-
jekcijd spina. Prema tome, srednji broj Cestica u stanju sa odredenom energi-

jom, odnosno u stanju sa odredenim impulsom p( sp=2-£2-—-) bice:
m

- 2s5+1
Hy=—————— 7.55
P eB[sP_m-‘-l ( )

Ako bismo ponovili kompletno reSavanje zadatka 7.6, s tim $to bismo umesto
formule (7.37) u integralnom obliku razmatrali formulu:
oy 2
V=2 @s+1-L f—-——"—dx.
7\33- V; i z—le? +1
o

dobili bismo isti izraz za hemijski potencijal (7.51) pri niskim temperaturama,
jedino $to bi u formuli (7.47) umesto N figurisao odnos N/(2 s+1):

m-—&—(ﬁ—f’—z o )m. (7.56)

2m\V 2s+1

Prema tome, na slitan nadin kao pod a) nalazimo raspodelu &estica u osnovnom
stanju sistema (7'— 0):

- 2
ﬁp"{ P e (7.57)
0 Ep=> g

Na osnovu formula (7.47) i (7.54) zapaZamo da je Fermijev nivo za Cestice
sa spinom niZi od Fermijevog nivoa &estica bez spina. To je razumljivo, jer ako
destice imaju spin onda se u jednom istom energetskom stanju miZe naci vise estica
sa razliditim projekcijama spina; tako su u osnovnom stanju sistema najniZi jedno-
&estitni nivoi »bolje naseljeni«, usled ega je i poslednji popunjeni nivo niZi nego
u slucaju sistema fermiona bez spina.

Cesto se uvodi pojam Fermijeve temperature Ty, koja predstavlja Fermijevu
energiju izraZenu u Kelvinovim stepenima:

kT = p,.

Na osnovu formule (7.51) zapaZzamo da veoma niske temperature za idealan gas
fermiona predstavljaju one temperature koje zadovoljavaju nejednakost T<< 7.
Pri takvim uslovima za gas se kaZe da je degenerisan (skoro sve Cestice se nalaze
u najniZim mogucéim stanjima), a T se naziva temperatura degeneracije. Ovi nazivi
su sli¢ni odgovaraju¢im nazivima za idealan gas bozona (vidi zadatak 7.4), ali treba
imati u vidu da se u okolini temperature T ne deSava neki fazni prelaz, kao u blizini
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kriti¢ne temperature T, u sludaju Boze-Ajnitajnove kondenzacije. Citaocu prepu-
§tamo za samostalnu veZzbu da na osnovu ovog zadatka i zadatka 7.4 pod c) detaljno
uporedi osnovna stanja idealnog gasa fermiona i idealnog gasa bozona.

7.8. Pokazati da su toplotni kapacitet Cy i pritisak P degenerisanog idealnog
Fermijevog gasa linearne fumkcije temperature oblika:

Cy=aT i p=b+cT,

gde su a, b i ¢ konstante, tako da je na apsolutnoj muli C,,=0 (u skladu sa treéim prin-
cipom termodinamike), odnosno P+#0 (u skladu sa Paulijevim principom).

Regenje

Koriste¢i relaciju Cyﬂ% i rezultat dokazan u zadatku 7.2 zapaZamo da je

potrebno pre svega odrediti oblik srednje energije sistema pri niskim temperaturama.
U tom cilju polazimo od ofigledne formule:

- 2
E=3 ¢,n, (EF=L),
P

i dalje koristimo formulu (7.2), odnosno cbrazac (7.5) (u jednostavnom slutaju
g=1), tako da dobijamo:

Vrn f -
—_— n,dp.
h2m [ P

o
Ako izvr§imo parcijalnu integraciju nalazimo:

v ax (08, 07 4= [ gt

"B 2m op » 2m ) PSP
0

5 om 3 dp, (7.58)
0

po§to n,—>0 pri p->co, prema formuli (7.2).

1.0

-~ l
\‘W\ T-0K
0.8 }
T- 2000K - T=1000K
0.6
2.2l % ' (N S W, SPS L S e
04
02
\Bu

-1 -0.5 o +0.5 +1
{EP_FHEV
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Prema prethodnom zadatku funkcija %fﬁ , pri T—0, ima izraziti mak-
P

simum za g,=p,, 0dnosno p=pg, ¥to je posledica ponadanja funkcije n, (vidi
formulu (7.53) i sliku 7.1). Zbog toga je drugi integral u relaciji (7.58)
najpogodnije reSiti razlaganjem u red funkcije f(p)=p® cko vrednosti argumenta
Pg- Celokupan metod relavanja je potpuno analogan reSenju zadatka 7.6 i zato
prepustamo ¢itaocu za samostalnu vezbu da verifikuje sledeéi rezultat:

= 2V (2mp5'2[1 +§8i(ﬁ“)_z+ . ] (7.59)

5 mh?

Ako ovde iskoristimo obrazac za hemijski potencijal (7.51) i formulu (7.47) na-
lazimo:
E=1Npﬂ 1 +—5—u2({3p1,)‘2+ <. (7.60)
5 12 ‘
Toplotni kapacitet C, dobijamo neposrednim diferenciranjem prethodne
formule:

R
el ENOT s (7.61)
oT 2 p,

odakle se jasno vidi da je toplotni kapacitet pri vecima niskim temperaturama (kada
se u gornjem izrazu mogu zanemariti ¢lanovi reda (k7/pg)2, (AT/po)3 itd.) linearna
funkcija temperature.

Pritisak idealnog gasa fermiona pri niskim temperaturama nalazimo pomocu
rezultata zadatka 7.2:

pm?;’

gde ¢emo upotrebiti formulu (7.60) za srednju energiju sistema. Tako dobijamo:

___E_ &P’&[] +.§,ﬂ2(£)2+ .. -]. (?62)
2 v | 12 \g

Poito 1o ne zavisi od temperature iz dobijenog izraza za p vidi se da je pri 7—0
pritisak linearna funkcija temperature oblika p—=b--cT. To znati da bi i pri apso-
lutnoj nuli idealan gas fermiona morao da bude »zadrzavan« u datoj zapremini V
fiksiranim spoljadnjim zidovima, jer je p50 pri T=0. Ovo je posledica ponasanja
sistema fermiona po Paulijevom principu, po kome samo jedna Cestica (ako je g=1,
{j. ako &estice nemaju spina, S=0; vidi formulu (7.57)), ili ograni¢en broj Cestica
(ako je s#0), moze da ima impuls jednak nuli. Sve ostale estice moraju imati
impuls razli&it od nule, §to dovodi do kona¢ne vrednosti pritiska pri 7=0.

7.9. Sistem provodnih elektrona u metalu moZe se u mnogim slucajevima razma-
trati kao idealan gas fermiona, tzv. »elektronski gas¢. Neka je W najniZa moguca
Jjednodesticna energija takvih elektrona i neka je njihov hemijski potencijal ., pri T=0,
za veli¢inu ¢ manji od W (vidi sliku 7.2). Pri konacnim temperaturama postoji odre-
dena verovatnoéa da ée se neki od elektrona naéi u jednocesticnom stanju sa energijom
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ep> W, tj. srednji broj elektrona iy, za p?|,,>W, je razlicit od nule, mada znatno
manji od jedinice. Takvi elektroni mogu da napustaju metal, $to pri odredenim uslovima
dovodi do tzv. termoelektronske emisije. Pokazati da je srednji broj elektrona n, koji
u jedinici vremena »izleée« sa jedinice povrsine metala odreden Ricardson-Dusmanovom
SJormulom ( Richardson, Dushman):

n=AT?¢kf,  A=const. (7.63)

fe velicina reda nekoliko elektronvclli.

Refenje

Postavimo Dekartov koordinatni sistem x, y,z tako da poviSina metala
leZi u ravni x, y, a da se metal nalazi u delu prostora z<<0. Tada ¢e metal mo¢i da
napuste samo oni elektroni &ja je z projekcija impulsa p, veéa od J2 mW, bez
obzira kolike su projekcije pz i py. Prema tcme, srednji broj elektrona koji u jedinici
vremena »izlee« iz metala odieden je formulom:

4o 4o o

N2 f f f iy 22 dp, o, do (7.64)

% == YomW

gde je:
_ 1
an__a(_ij_"l (P1=p12+py2+p‘2)_
e \zn "t 4

Veli¢inu N, /V=n, moZemo smatrati srednjim brojem elektrona emitovanih sa
jedinice povrSine metala.

Integrale po p, i p, u formuli (7.64) moZemo resiti ako u impulinom
prostoru p,, p,, p, uvedemo polarni koordinatni sistem g, @, p, tako da je
dpydp,=pdedg i p+p)’=¢

2 ps de
e o] 2""‘@?“]"’*
eﬁ

Vamw 0

2 [ (p . (")
',,Tf[;{z""”‘ﬂ“““ ]]dp.
Vi

__if'ka 3

p 2
In[l e Plz—W]de,, (E,L-__" L) ).
2m
W

Hemijski potencijal p. je funkcija temperature. Medutim, Fermijev nivo p,
za elektronski gas je veoma visok, ¥to se moze lako proveriti ako se u for-

muli (7.56), u slutaju s=—;- , stavi za koncentraciju N/V veli¢ina reda 10%?cm—3

{na primer, za bakar koncentracija ‘“slobodnih*“ elektrona iznosi N/V=
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=8,5-10%cm™3), a za masu m veli¢ina 0,9-10~% gr. Dobija se da p, iznosi
nekoliko elektronvolti (za bakar p,=7e¥V), tako da je Fermijeva temperatura
Tp=p/kK reda veliine 10°K (za bakar T,=8,210°K). U tom slu€aju pri obié-
nim temperaturama (~10?K) moZemo prema formule (7.51) koristiti aproksi-
maciju g/ @,. Drugim refima, kada se metal nalazi na sobnim temperaturama
njegov elektronski gas se efektivno ponasa kao da je na apsolutnoj nuli.

Treba primetiti da je u poslednjem integralu u formuli (7.65) najmanja
vrednost promenljive €, jednaka W, tako da ako koristimo aproksimaciju p~p,,
onda je najmanja moguca vrednost razlike ,—p, jednaka . Za ¢ je u za-
datku navedeno da iznosi nekoliko eV, $to znali da je ¢/k reda velitine 10 K.
Prema tome, pri obi¢nim uslovima i pri e,> W velifinu:

S~
e kr »

koja se pojavljuje u integralu (7.65), moZemo smatrati veoma malom. Koriste¢i
aproksimaciju:

In [1 +e'%n]me'%

nalazimo: :

411:m]» f w
W _J———
_4nm@Ty W
x

£ -

=
o

I

|-aebet

Slika 7.2

4 7w mk?

@
=AT?e "k, A=
h3

fto je i trebalo pokazati.

Citaocu prepuStamo za samostalnu veZbu da se uveri da je pri obinim
uslovima (¢~eV, T~10%) n, zanemarljivo mala velitina, tako da ne postoji
moguénost da ¢e metal ,,ostati bez slobodnih elektrona®,

7.10. Stanje termodinamilke ravnoteZe kristalne refetke od N atoma, koja
osciluje, priblizno je ekvivalentno stanju ravnotefe skupa od 3 N neineteragujucih
kvantnomehanickih oscilatora. Prema tzv. Debajovoj aproksimaciji (Debye) postoji:

gN
B ‘:{msn w?dw o<, (7.66)

0 0> W),

oscilatora sa udestanostima izmedu o i w-}-d w. Konstanta wp, tzv. Debajeva ucestanost,
odredena je uslovom:
.

f dng, = 3N.
)

Prihvatajuéi ovu aproksimaciju odrediti toplotni kapacitet kristalne reSetke pri veoma
niskim i pri veoma visokim temperaturama.

14 Fizika
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Resenje

Srednja energija jednog kvaninomehani¢kog oscilatora sa ulestanoiéu w
odredena je, prema zadatku 5.16, formulom:

e(©) =—+55 (7.67)
erT — 1
Srednju energiju sistema oscilatora nalazimo pomo¢u obrasca:
E= fE(m) dn,, (7.68)
0
Na osnovu toga za toplotni kapacitet dobijamo izraz:
o ho
kT 2
o~(32),~+ | = (ie) -
¥ 0 [e'iéf__ 12
a u Debajovoj aproksimaciji nalazimo:
ND ,ﬁﬁ
3 kT 2
Cy=3Nk — -—a:—-—— (-h—m) wldo
(07 b [ kT — 1}2 kT
(7.69)
TD.;T
3
= 3Nk 3(—?—) 5 g
I, J (e-1)?

gde je izvrSena smena promenljive i—;= X i uvedena je oznaka

ho
TD E_k"p"“‘ -
Velitina Tp &esto se naziva Debajeva temperatura. Tp zavisi, isto kao i wp, od
geometrijskih osobina kristalne refetke. Za vecinu kristala T'p je reda veli€ine 102 K.
Pri niskim temperaturama, 7<<Tp, moZemo smatrati da se u formuli (7.69)
pojavljuje integral u granicama [0, c0):

x‘dx_
-1

Ovaj integral moZemo pomocu obrasca (7.15) svesti na Rimanovu { funkciju.
Ako diferenciramo po a levu i desnu stranu jednakosti:
" x-ldx  T'(s)
[ EE B
[
0
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dobitemo:
xte*dx sIU (s)
[eax L 1}2 as+ 1

L ().

Odavde, u slutaju s=4 i a=1, nalazimo:

x4 e 4
—X¢ ax-4r(4 AR
1) x=4T (9T (@) T

2
gde smo iskoristili vezu 4T (4)=4!, kao i podatak ¥ (4) =;‘_O iz tablice (7.14).
Prema tome, dobijamo sledeéi rezultat za toplotni kapacitete kristalne reSetke
pri niskim temperaturama:
3
E e 3Nk—:- m(—T—) : (1.70)

Tp

Pri veoma visokim temperaturama odnos ITQ je mala veli¢ina tako da se,

u stvari, u formuli (7.69) vrsi integracija samo po malim vrednostima x. U tom
slu¢aju moZemo prihvatiti slede¢u aproksimaciju:

xz
x‘(l+x+-+ .- )
xtex 2!

1)2 = 2 X,
-1 (1+x+£2-+- ‘o —1)
2!
a tada prema formuli (7.69) nalazimo:
TpT
T\
Cy=3 Nk- 3(—) fxldx_sch. @.71)

D

Dobijeni rezultat je u saglasnosti sa klasitnom teoremom o ekviparticiji energije
po stepenima slobode. Zaista, prema zadatku 5.9 svakom oscilatoru treba pri-
druZiti dva »stepena slobode« a svaki stepen slobode sistema doprinosi u srednjem

»porcijud -;—-kT ukupnoj energiji sistema. Prema tome, sistem od 3 N oscilatora
imao bi srednju energiju E'=3N2—;— kT=3 N kT. Odgovarajuéi toplotni kapa-
citet bio bi:

C,=a—€=3Nk,
oT

dakle, isto §to tvrdi i formula (7.71).

14
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Instruktivno je primetiti da je ovaj zadatak mogao biti formulisan i na jedan
drugi natin, koji je uobiajen u kvantnoj teoriji évrstog stanja. Prema formuli (7.67)
srednja energija e («) (ako se izostavi prvi sabirak koji bi imao uticaj samo na osnovno
stanje kristalne reSetke) odredena je srednjim brojem kvanta energije /i o:

1

L)
ek — |

n=

Mada se radi o energiji Citave kristalne reletke uvodi se pojam kvaziéestice koja se
naziva fonon i predstavlja »nosioca« kvanta /i w. Poredenjem gornje formule sa
formulom (7.1) moZemo reci da se fononi pona¥aju po Boze-Ajnstajnovoj statistici
i da je njihov ukupan broj neodreden (n=0). Prema tome, zadatak je mogao biti
formulisan zahtevom da se odredi toplotni kapacitet sistema fonona pod pretpo-
stavkom da formula (7.66), analogno formuli (7.6), odreduje broj kvantnih stanja
fonona sa energijom u intervalu [fiw, i (0+do)].

7.11. Sistem fotona predstavlja idealan gas Cestica, koje se pokoravaju Boze-Ajn-
Stajnovoj statistici. Ukupan broj fotona je neodreden jer atomi supstance koja okruZuje
sistem mogu da zrace i apsorbuju fotone, tako da je hemijski potencijal sistema jednak
nuli (vidi uvod u ovo poglavlje Zbirke). Srednji broj fotona je odreden uslovima toplotne
ravnoteZe. Foton ima spin 1k, ali iz odredenih razloga (koji slede iz teorije relati-
vhosti) moguce su samo dve orijentacije spina, odnosno dva pravea polarizacije.

Energija ¢ i impuls fotona ; povezani su relacijama e=h o, ; —hki |!?f =w/c gde
Je ¢ brzina svetlosti. Odrediti srednji broj fotona N u funkciji srednje energije E i za-
premine sistema V, u stanju toplotne ravnotezZe.

Refenje

Prema relaciji (7.1) i na osnovu &injenice da je hemijski potencijal jednak nuli
formula:
oy = m: —
e . |

odreduje srednji broj fotona u stanju sa energijom } w i odredenom polarizacijom.
Srednji broj fotona u svim stanjima nalazimo pomoc¢u ove formule i obrasca (7.5)
u kome treba uzeti g=2 (§to odgovara dvema mogucim polarizacijama):

= 2V 1 =
@mhy f oot _1 7

(Zrch):‘ f oot 1 P ¥

8wV [ ede 8nV xzdx
- f - e | 2=
Rl esIkT _ 1 el ex— 1

0
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gde smo iskoristili relaciju p=e/c i uveli novu promenljiva e/kT =x. Prema
formuli (7.15”) i tabeli (7.14) nalazimo vrednost integrala iz prethodne rela-
cije. Tako dobijamo:

¥=37Y wryr )2 3)

h33

o EE i (TP 2:12 (7.72)

_19 2 192V 4mos

Na slitan nafin nalazimo ukupnu srednju energiju sistema fotona u stanju
toplotne ravnoteze:

2nh)2 f”‘” op-
=81|:Vf edde =811:V(kn4f xdx
el eRT 1 B3 ex—
] 0
- Gy T @@= Ty, (1.73)

gde smo opet iskoristili obrazac (7.15") i tabelu (7.14). Vidimo da je srednja energija
po ]edmtc: zapremine E/V proporcionalna &etvrtom stepenu temperature. Ovaj
rezultat je poznat kao Stefan-Bolcmanov zakon.

Deljenjem izraza sa desnih strana formula (7.72) i (7.73) dobijamo:

a pomocu ovog odnosa nalazimo:
yol9.2mV (gg_)l B
Bt \nt] N3

odnosno:

. 114
N= 192 (}_6) Vh B —const - P4 Bl
R \nt

ito predstavl_]a trazenu relaciju izmedu bredn_]eg broja fotona, srednje energije sistema
i zapremine ¥ u kojoj se nalazi sistem.

7.12. a) Odrediti verovatnodu da se u Supljini ispunjenoj ravnoteZnim zrace-
njem nalazi n fotona sa talasnim vektorom k. b) Nadi disperziju (n>— 7ip?)? kao
Sfunkciju temperature.
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Resenje

a) Uslovi-ovog zadatka isti su kao i u prethodnom zadatku. I ovde se radi o
sistemu fotona u stanju toplotne ravnoteZe, jedino je naglaSeno da se fotonski gas
nalazi u Supljini neke supstance sa kojom je u toplotnoj ravnoteZi. Ovakva situacija
odgovara tzv. apsolutno crnom telu.

Oznagimo sa e; i :3; jedini¢ne vektore koji predstavljaju dve moguce po-
larizacije fotona. Neka rjZ. 7, predstavlja broj fotona sa talasnim vektorom K
i polarizacijom?z,, a mg, o, neka predstavlja broj fotona sa istim talasnim vek-

torom ali sa polarizacijom E;. Energetski nivoi sistema fotona odredeni su
formulom:
k', e il

sy
L

gde se sumira po svim moguc¢im vektorima Fie.
Statisticka suma sistema ima oblik:

- E "—r«rﬁﬁl—p
— = k', e k

=
- = e P »

"—E: —
gde se sumira po svim moguc¢im vrednostima 0, 1,2, ...... co svake promenljive
¢y, ¢ 1 gde je uzeto u obzir da je hemijski potencijal p jednak nuli. Na slitan nadin
kao pri refavanju zadatka 7.1 nalazimo:

. “_n_.(l et (7.76)
k', e

Pofto je:

> LI = | (7.77)
e

onda svaki sabirak u prethodnoj sumi moZemo tumaciti kao verovatnofu da
se sistem fotona nade u stanju sa odredenom ukupnom energijom (7.74) i od-

redenim brojem fotona za svako k' i e. Prema tome, verovatnoa W, daseu
stanju toplotne ravnoteze nalazi j fotona sa talasnim vektorom ki polariza-
cijom e, i I fotona sa k i e, bila bi:
—B % n, Sheps
e k' e
e k' e

= s * S e
Wy=e®Mk g Bhey 3 = ,
— St

e

nk’,
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gde smo zvezdicom oznalili da sumiranja ne ukljuduju promenljive e
1 n> > Odavde nalazimo:

e~ BU+Dhey

ik (7.78)

in=

Verovatnofa Wy;> da se nade n> fotona sa talasnim vektorom % bez

obzira kakva im je polarizacija dobija se sumiranjem verovatnote W; po in-

deks.ma j i /, koji moraju da zadovoljavaju uslov j+/=m;". Takvih mogué-
nosti ima ng”+1 pa tako dobijamo:

W i+ D) ebrphe,
L (l—e“ﬁ"mk -2

(7.79)

Citaocu prepuStamo za samostalnu vezbu da proveri da ova verovatnoéa
zadovoljava neophodnu relaciju:

-]
> War=1
nrnl]

b) Da bismo odredili disperziju D = (np— #ip»)? = ft’> — %> nadimo poseb-
no ni” i ni*2. Obe srednje vrednosti nalazimo po definiciji:

- e o s X
n,= 2 Mkt (7.80)
R e =
Ny, e
drime¢ujemo da se ova formula moZe zapisati i v obliku
[ - {ln E}.
P ohiey
Koristeci rezultat (7.76) dalje nalazimo:
- 1
gt = —— (1 —ePhog)- } (7.81)
B o mk){ Il_lﬂ
1 )} 1 ]
e et 'S Il ~e~w«w)].=+ ___“[ In(1— e*‘“”&*)],
g ok w,‘)[ ;?z" B o(hwy) E

gde smo iskoristili ¢injenicu da energija fotona Jiw,’, ne zavisi od polarizacije.
Od svih sabiraka u poslednjoj sumi samo jedan zavisi od hw,, pa na osnovu toga
nalazimo:

2

P 7.82)
K ey, ] .

§to je u sagiasnosti sa formulom (7.1).
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Posto je srednja vrednost ﬁ; po definiciji odredena formulom:

e € s BT
€

T 5 np ¥

—
=

Y K
—B Z ns ko -5 Zn,
€ -~ K, e € —b'k"
=2 mp—=rt_ -2 om—
— - = — —> =
k', e K, e
1 0 —
_-—— {nc}.
B o(hie)
Koristeci obrazac (7.82) kona¢no dobijamo:
=__£e?_£_ z (7.83)
(eﬁﬁwk =" 1)2

ZapaZamo da na osnovu dobijenih formula (7.82) i (7.83) sledi da relativno
odstupanje od srednje vrednosti:

Bl
\ﬂ 2 =V—§e*_z‘£
e 2

moZe biti veoma veliko. Citaocu prepuitamo za samostalnu vezbu da razmotri
zavisnost ovog odstupanja od uCestalosti wy i temperature sistema.




8. METOD MOLEKULARNOG POLJA I MODEL CELIJE

Statistitka fizika mnogih fizi€kih sistema se zasniva na aproksimaciji neza-
visnih Cestica. Ta aproksimacija se moZe primeniti kod:

— sistema kod kojih je interakcija izmedu &estica toliko slaba da se moZe
zanemariti (na primer, razredeni gasovi);

— sistema €je se pona¥anje moZe opisati pomocu normalnih oscilacija (na
primer atomi kristalne reSetke), tj. preko novouvedenih kvaziCestica &ija se medu-
sobna interakcija zanemaruje (vidi zadatak 7.10).

Kod vetih realnih fizi¢kih sistema, medutim, interakcija izmedu Cestica Zesto
bitno uslovaljava svojstva sistema. Egrzaktno tretiranje sistema sa jakom interakcijom
medu Cesticama je veoma sloZen problem u €ijem reSavanju se koriste razne pri-
blizne metode. Ove metode se najfeiCe zasnivaju na nekoj varijanti koncepcije
samousaglasenog polja, 1j. na pretpostavci da se interakcija medu Cesticama moze
adekvatno opisati uzimaju¢i da se svaka pojedina¢na Cestica nalazi u jednom usred-
njenom polju interakcije koje potite od svih ostalih festica, pri ¢emu se karakteri-
stike ovog polja dobijaju odgovarajuéim usrednjavanjem kretanja svih Cestica. Ovaj
statisticki prilaz je u raznim granama fizike poznat pod razlifitim nazivima [»metod
molekularnog polja« u teoriji magnetizma, wjednacine Vlasova« u fizici plazme,
Hartri-Fokova aproksimacij~ (Hartree, Fock) u nuklearnoj fizici itd.). Dosta Cesto
su osobine sistema takve da e pri raunanju ovog samousagla¥enog polja moZze
uzeti u obzir samo interakcija uofene Cestice sa izvesnim brojem susednih Cestica,
tj. posmatrani sistem se u mislima moZe izdeliti na male podsisteme, tzv. Celije.
Tako se dolazi do tzv. medela Celije, koji se vrlo Cesto primenjuje u statistickoj
fizici fluida (i naziva jof i model refetke).

U okviru ove glave ¢e biti uradeno nekoliko zadataka iz primene metoda
molekularnog polja kod fero- i antifero-magnetika i kod binarnih legura. Biée
takode proilustrovan metod ¢éelije kod nekih problema rastvora i plazme.

Pod magnetikom se podrazumeva sistem spinova koji medusobno interaguju
i koji su rasporedeni po &vorovima jedne (u opstem slufaju trodimenzionalne)
kristalne reSetke. Pretpostavi¢emo da se spinska interakcija moZe opisati pomocu
uopitenog Hajzenbergovog modela (Heisenberg), tj. pomoc¢u hamiltonijana:

F=-23 [LF-8) Sp S5+0,U-0) Sp Sp+2.G7-0) Sp S|, @D
fie
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gde su _F i E vektori poloZaja ¢vorova kristalne resetke; S;», S;-», S;- su kom-

ponente vektora spina -S'___;. koji se nalazi u ¢&voru sa vektorom poloZaja f.
Funkcije J(}' —E) predstavljaju tzv. interakc’ju izmene.

Obi¢no se umesto hamiltonijana (8.1) razmatraju uproséeni model-hamilto-
nijani. Najpoznatiji je Izingov model (vidi zadatak 5.15) sa interakcijom medu naj-
blizim susedima. Kod ovog modela, maksimalne projekcije spinova su %, funkcije

Jz 1 Jy su jednake nuli, a funkcija J, ima oblik:

J,(F—E)={'r’ “ I{:f‘“ ®.2)
0’ za [f—g[=|=a,

gde je @ najmanje rastojanje medu évorovima redetke.

Cesto se razmatra i izotropni Hajzenbergov model, koji sledi iz opsteg modela
{8.1), ako se uzme da je:

I (f-8=),(f-8)=L.(/-8)=T(|f-g) (8.3)
tako da odgovaraju¢i hamiltonijan ima oblik:

FH=-23 I(I/-2|) 5755, (8.4)

foe

Ako se sistem spinova nalazi u spoljnom magnetnom polju ﬁg, onda se
ovim hamiltonijanima dodaje tzv. Zemanov &lan (Zeeman). U tom slu¢aju prethodni
hamiltonijan dobija nov oblik:

FHo=—23 J(|f-8) SprSa—8Lts 3 Sy He, (8.5)
s 7
gde je gy Landeov (Landé), a p, Borov magneion (Bohr).

Odredivanje termodinamitkog ponadanja sistema koji su predstavljeni nave-
denim model-hamiltonijanima nalaZenjem, u prvom koraku, odgovaraju¢ih stati-
stitkih suma predstavlja veoma sloZzen matemati¢ki problem, koji nije u potpunosti
refen. Znatan deo nau¢nih istraZivanja u savremenoj statistickoj fizici posvecen
je reSavanju ovog problema. Ipak, veliki broj polukvalitativnih podataka o ponasanju
sistema se moZe dobiti u aproksimaciji molekularnog polja. Kao §to je ve¢ spo-
menuto, u ovoj aproksimaciji se polje sila, koje deluju na posmatranu Cesticu i
zavise od stanja svih ostalih Cestica, zamenjuje nekim srednjim poljem. Kod magne-
tika, o femu je ovde ret, ogranitavamo se samo na interakcije koje se mogu pred-
staviti pomoc¢u spinova &estica na jedan od gore navedenih natina. a srednje polje
uvodimo sledeéim rezonovanjem.
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U hamiltonijanu (8.5), koji ¢emo najpre prepisati u obliku:

6= —8Lip D S}*' 0 3|)S-; ’ (8.52)
zamenjujemo sve vektore _.'Er‘; u sumi po g njihovom srednjom vredno$éu §, koja

mora biti nezavisna od 37 zbog translacione simetrije kristalne reSetke. Na taj nacin
dobijamo:

Jo=—gLis Z: S}"'Hefp (8.5b)
£
gde je:
?f,,,=ﬁo+ﬁ'=}}0+g " z I(jghs. (8.6)
LB —

Polje H je srednje polje koje deluje na svaku Sesticu i poti¢e od svih ostalih Zestica;
to je traZzeno molekularno polje.

U gornjem razmatranju smo, pri izvodenju izraza za ?I, , posli cd Hajzen-
bergovog modela. U slu¢aju Izingovog modela, hamiltonijan (8.1) prelazi u:

F6=~27 3 S 5o, (8.7
'y
a poito S;*- i Si- mogu uzimati samo vrednostii—;—, jednadina se moZe pre-

pisati i u obliku:

1
6= ey J _.Z_.p}. B (8.7a)

A
gde nove promenljive B i Boe uznmaju vrednom +1 odnosno —1, ukoliko su

spinovi u korespondentmm évorowma f ig on_;enl:sam u pozitivnom odnosno nega-
tivnom smeru z-ose. Sumiranje se vri samo po parovima najbliZih suseda. Aproksi-
macija molekularnog polja, koja se u ovom slutaju naziva jo§ i Breg-Viliamsova
aproksimacija (Bragg, Williams), sastoji se u tome da se brojevi parova iste odnosno
suprotne orijentacije zamene njihovim srednjim vrednostima (vidi zadatak 8.4.).
Ova zamena odgovara pretpostavci da su spinovi pozitivne i negativne orijentacije
sludajno rasporedeni po refetki. U realnim magneticima, medutim, ova pretpostavka
nije ispunjena. Kod feromagnetika, za koje je karakteristitcno J>0, parovi isto
orijentisanih spinova imaju manju energiju od parova suprotno orijentisanih spinova,
tako da je veca verovatnoca da ¢e dati spin biti okruZen spinovima iste orijentacije
nego suprotne.

Uvedene aproksimacije su, kao §to se vidi, veoma grube ali ipak omogucavaju
analizu nekih vaZnih svojstava realnih sistema, na primer faznih prelaza iz uredenog
u neuredeno stanje. Uredenom stanju kod magnetika odgovara postojanje spontane
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magnetizacije na temperaturama ispod neke krititne temperature 7. Prelaz iz
uredenog u neuredeno stanje kod binarnih legura, koje se sastoje od dve vrste atoma,
A i B, takode moZemo tretirati Breg-Viliamsovem metcdcm (vidi zadatak 8.8.).

Interakcija izmedu Cestica je takode znatajna kod fluida, posebno kod prostih
tetnosti 1 rastvora. Termodinamitke funkcije proste tetnosti, koja se sastoji od
identiénih molekula, nalazimo polaze¢i od statistiCke stme sistema, koja se za
sistem od N molekula mase m, pod uslovem da ovi ne poseduju ni vibracione ni
rotacione stepene slobode, dobija odgovarajuéom modifikacijcm relacije (5.2).
Rezultat je:

ZNE('—hz_) 2 Ik (8.8)
gde je @, konfiguracioni integral, definisan relacijom:
U= — . -
Oy f---f;w&r, &rye Py, ©9)
v

aU*¥=U* (;:, ;;, 2is :N) Jje konfiguraciona energija, koja zavisi od vektora polozaja
svih molekula i od njihove interakcije. Jedna&ina (8.8) se Cesto pite i u obliku:

2nemkT\3¥ vN] 0
o R

pri Cemu prvi faktor predstavlja translacioni, a drugi konfiguracicni deo statisticke
sume. Translaciona i konfiguraciona slcbodna energija se, onda, nalaze na osnovu
formule (5.3):

Fy=—kTInZ,,  F*=—kTInZ* (8.10)

Opisani postupak izrafunavanja termodinamickih funkcija je standardan,
ali zahteva talno poznavanje potencijala interakcije izmedu molekula i, u sluaju
jake interakcije, dovodi do znatnih matemati¢kih teSko¢a. Stoga se pri tretiranju
fluida uvode razni modeli, medu kojima vano mesto zauzima model éelije (ili model
refetke). Kao §to je ve¢ spomenuto na poCetku ovog izlaganja, uvode se pretpo-
stavke da se ceo fluid moZe izdeliti na celije, da svaki molekul najveéi deo vremena
provodi u jednoj istoj ¢eliji i da se pri racunanju interakcije medu molekulima uzi-
maju u obzir samo molekuli unutar iste ¢elije. Granice ¢elije su pri tom odredene
potencijalom interakcije medu susednim molekulima, a sama ¢elija se zamislja
omedena prigodnom poliedarskom povrinom ili sferom iste zapremine. Iako ovaj
model na prvi pogled moZze izgledati neprikladan kod fluida, on ipak daje sasvim
zadovoljavajuce rezultate, narofito pri analizi pojava vezanih za meSanje dveju
(ili viSe) komponenti u rastvorima.

Izratunavanje interakcije izmedu Cestica unutar jedne éelije se vrii na razne
naline, uvode¢i razne modele strukture ¢elije. Najjednostavniji je model fluida
tvrdih sfera, u kome se uvodi pretpostavka da je potencijal interakcije jednak nuli
sve dok se molekul nalazi unutar éelije, a postaje beskonadan &im molekul dospe
na granicu ¢elije. U fizici jonizovanog gasa se koristi tzv. Tomas-Fermijev model

(Thomas, Fermi): svaka ¢elija sadrZi jedno jezgro naelektrisanja Ze i Z elektrona,
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tako da su celije clektroneutralne. Pretpostavlja se: (a) da medu Celijama nema

_ 1.
nikakve interakcije, (b) da su celije sfernog oblika polupretnika r°=(43 ) ’,
N

gde je n broj atomskih jezgara po jedinici zapremine, (c) da se elektroni u éeliji
pokoravaju Fermi-Dirakovoj statistici i (d) da se kre¢u u elektri¢nom polju, koje
potite od jezgra i svih ostalih elektrona (»samousaglaseno polje«) i koje se moZe
okarakterisati potencijalom ¢(r). Zbog pretpostavke o sfernoj simetriji éelije,
koncentracija elektrona na rastojanju r od jezgra (sredidta <elije) je data izrazcm:

_8= p*dp
Ll f [ Z2m—co@=1) | 8.11)
’ kT )

[upor. relaciju (7.4)]. Potencijal ¢ (r) se moZe prikazati kao ¢(r)= 3 Ze +o*(n),
TE T

pri Semu prvi sabirak potife od jezgra a drugi od elektrona; ovaj poslednji je odreden

Poasonovom jednadinom:

Ao*=Z n(r), (8.12)
&

dok se hemijski potencijal p dobija iz uslova da je ukupan broj elektrona u éeliji
jednak Z. Dakle:

Nt

= [n()-4nrar. (8.13)
0

Napisane tri jednafine se moraju reSavati simultano (»samousaglaseno«), §to je
analititki mogucée samo u nekim jednostavnijim slu€ajevima, uz koris¢enje odgova-
raju¢ih aproksimacija (vidi zadatke 8.13. i 8.14.). U sloZenijim slu€ajevima se moraju
koristiti numeri¢ke metode.

Za nalaZenje termodinamitkih funkcija ovakvog sistema se najpre odredi
ukupna energija ¢elije. Ova se sastoji od kinetitke i potencijalne energije svih elektrona
u celiji i izraCunava se na osnovu ofevidne formule:

To To
E=f€k(r)-47:r2—-;—efn(r)cp‘(r)-4nr2dr—
0 1]

o

—-fn(r) 2€ grra, (8.14)

4ne,r

0

u kojoj prvi sabirak predstavlja kineticku energiju svih elektrona ¢elije, a ostala
dva daju njihovu potencijalnu energiju; drugi sabirak ozna&ava potencijalnu energiju

interakcije izmedu elektrona (obratiti paZnju na faktor %) ,a treci oznaCava energiju
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interakeije elektrona sa jezgrom. U gornjoj formuli je &, (r) gustina kineti¢ke energije,
za koju mozemo, u skladu sa (8.11), pisati:

Riyya pdp
%) B 6[ 2m oxp (PQ/Z m~eq>(r)-€)+l' @.13)
kT

Za unutradnju energiju jonizovanog gasa u ovom modelu piSemo:
3
U=(? nkT+nE) v,

gde prvi sabirak predstavlja kinetiCku energiju translacije (termalnog kretanja éelije
kao celine). Zatim primenjujemo poznatu termodinamicku relaciju:

U=F+TS=F-T ("—F) -1 -"—(f) ,
oT)y or\7/ |,

iz koje se integracijom dobija slobodna energija sistema, posle &ega nalaZenje ostalih
termodinamickih funkcija ide standardnim putem.

8.1. Cestica sa spinom S u spoljnom magnetnom polju H, ima spinske
nivoe energije Ep = —grpgHy M, gde je M= —S, —S+1, ..., +8. Pokazati
da je statisticka suma ove Cestice data izrazom:

Shz -

5 _Sh2S+1)z (z goa H,
: 2kT )’

i na osnovu tog rezultata naéi srednji magnetni moment E Cestice.

Resenje

Statistitku sumu nalazimo direktno preko sume po svim energetskim nivoima
[vidi formulu (5.5)]:

Z- 5 em_(o-sy (@ EPC]

= M= Ay e T P
M.g_s :go (€5 -1)

- e28t 1)z __ o—(285+1)z _ sh(28+1)z

e*—e* Shz
Srednji magnetni moment je na osnovu ovoga lako izrafunati, jer je:

olnZ
oH =g pS Bs(2), (8.16)

w=kT
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gde je uvedena tzv. Briluenova funkcija (Brillouin):

28+1
Bs(2)=

cth [(2S+l)z]-—§!§cth z. (8.17)

Pri visokim temperaturama je z<1 i ova se funkcija moZe aproksimirati izrazom
—i— (S+ 1)z, tako da za srednji magnetni moment dobija:

— S(S+Deiud
i 7% A

8.2. Naéi izraz za magnetizaciju M izotropnog feromagnetika sa spinom S=%

koji se nalazi u spolinom magnetnom polju H,, koriste¢i aproksimaciju moleku-
larnog polja. Pokazati da u ovoj aproksimaciji postoji tacka prelaza T=Ty [tzv. Kirijeva
tacka (Curie)), takva da je:

lim M

=0, T>T.
Hy—0

+0, T<T,

Naéi izraz za Te u aproksimaciji molekularnog polja.

Refenje
U aproksimaciji molekularnog polja moZemo za hamiltonijan sistema spinova
u spoljnom magnetnom polju, u skladu sa jednafinom (8.5 b), pisati:
%"‘ = i} 2 Eqﬂl
gde je fqu, dato jednaCinom (8.6), a M je odredeno izrazom:

M=gup g So.
4
Posto je sistem izotropan, vektori SiH moraju ofevidno biti kolinearni, Oznatimo.

| S| sa S, i izrazimo pomo¢u ove velitine srednju vrednost magnetizacije sistema
od N spinova relacijom:

ﬂ“S’LF—BN_S”NII'

koja se opravdava okolnos¢u da se u aproksimaciji molekularnog polja sistem
interaguju¢ih spinova zamenjuje ekvivalentnim sistemom nezavisnih spinova u
spoljadnjem polju H, . Koriste¢i rezultate prethodnog zadatka, za srednju vrednost

; : 1 : .
magnetnog momenta jedne &estice spina S=? u prisustvu spoljneg magnetnog
polja H,, dobijamo:

= 1 SLP-sz}')
wapp L iy [EaBa) (8.18)
L=ELbp 2 %( KT
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gde se ponovo pojavila Briluenova funkcija B, definisana relacijom (8.17). Iz napi-

sane jednacdine dalje nalazimo: z
I | gLz s
M=Np=— th H,+qgM)|, 8.19
w2 g [2”(04) 8.19)
gde smo uveli oznaku:
22.J(2)
= 8.20)
¢ N (gLps) (

Ovim je magnetizacija sistema odredena. Da bismo nasli Kirijevu tacku, treba u
jednadinu (8.19) staviti Hy=0. Uz neznatne transformacije se dobija:

[ZJ(IEI) ] _
1 M
x=th ——-ﬁT—x » X=E, (82‘)

gde je MD=—;— N g; up magnetizacija na apsolutnoj nuli. Jedna¢ina (8.21) ima

uvek refenje x=0, koje odgovara M =0. Grafitkim putem se moZemo lako
ubediti da ta jednalina moZe imati, pod odredenim uslovima, jo§ jedno resenje
x40 (ono odgovara stanju sa M=0 pri H =0). Funkcija y=th(ax) je za
x>0 monotono rastu¢a, konveksna i za x=0 ima nagib y,_,=a. Prema tome,
za a>1, linijje y=th(ax) i y=x se seku jo§ u jednoj tafki osim x=0.
Poito je ovde:

1

2kT

=

> J(lg
s
G0, g ; ; 1 -
zakljutujemo da ¢e pri a<l, Y. kT >3—Z J(|g|), jednatina (8.21) imati samo
s
. . . == . . 1 -
jedno refenje x=0 (J}:E:L M =0), dok ée se pri a>1, tj. kT<-2—§J(\gD po-

p— 4
javiti jo§ jedno reSenje x==0(lim M+0). Prema tome, Kirijeva tatka je
Ho—0
odredena uslovom: %

o3 103 a2

Napomenimo da ako je lim M+0 ka’emo da materijal poseduje spontanu
Hp—+0
magnetizaciju, ’
8.3. Koristedi aproksimaciju molekularnog polja, diskutovati ponasanje spontane
magnetizacije izotropnog Hajzenbergovog feromagnetika a) u blizini kriticne tempe-

rature Te i b) u oblasti niskih temperatura. Izralunati susceptibilitet y — }:Ff)j;{{
1]

ovog feromagnetika na vrlo visokim temperaturama.
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Resenje

Prema rezultatima prethodnog zadatka, spontana magnetizacija je odredena
jednaginom (8.21), koju na osnovu (8.22) prepisujemo kao:

M (3‘5 -‘E) : (8.21a)
M, T M,
a) U blizini kritine temperature, pri T<T,, argument hiperbolitkog tangensa

je u ovoj jednatini mali, tako da se razvijanjem u red spomenute funkcije i zadrZa-
vanjem samo prva dva &lana razvoja, dobija:

M _TeM_T¢ M (8.21b)

Koriste¢i €injenicu da ovo vaZi u oblasti gde je -T-;-gm 1, imamo dalje:

To—T

(o]

E=M,,( )'hEMn(-—E)"" (aE = TC). (8.23)

[

Ovaj rezultat kvalitativnho talno opisuje »i3fezavanje« spontane magnetizacije
kad 7-T.—0, ali je u kvantitativnom neslaganju sa preciznijim izratunavanjima

i sa cksperimentalnim nalazima, prema kojima se u blizini Kirijeve tatke o]

0
pona¥a kao (—¢€)f, gde je f.’ms—;-.

b) Pri 7->0, ofekujemo da M—> M,. Primenjujuéi aproksimativnu formulu
thxay 1 —2e~2%, koja vaZi za velike vrednosti argumenta hiperbolitkog tangensa,
iz (8.21a) nalazimo:

M=M, [1-—2 exp (-%‘2)] (8.24)

I ovaj cksponencijalni zakon n'je u skladu sa cksperimentalnim rezultatima, koji
pokazuju da se razlika Mg—M u oblasti vrlo niskih temperatura ponasa kao T°f,

Pri temperaturama veéim od kritiéne (7> 7,) nema spontane magnetizacije.
Da bismo izraCunali susceptibilnost, koristimo rezultat (8.19) zadatka 8.2. Pri
T> T, moZemo primeniti razvijanje u red i tako dobiti:

M _gvplly, Tc M

M, 2%T T M,
odnosno:
£=__3LP“B H
0
M, 2k(T-Tg)

15 Fizika
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odakle za susceptibilnost po spinu nalazimo tzv. Kiri-Vajsov zakon (Curie, Weiss):
l 2
| oM (—2‘ gL P-n)
YN oH,” k(T-To) 23
8.4. Izingov feromagnetik se sastoji od N éestica sa spinom S =%. Oznacimo

sa Ny i N_ respektivno broj spinova sa S,= +% i S;= —%. Pretpostavimo da

su ovi spinovi slucajno rasporedeni po resetki i definiSimo parametar uredenosti
R=(Ns—N_)|N. Uvedimo takode i koordinacioni broj gq, tj. broj najbliZih
suseda po spinu. Pokazati da su entropija i unutrainja energija posmatranog fero-
magnetika date izrazima:

1 1 1 1
S —kN[?(l +R)1n7(1+R)+?(1—R)m-2—(1-x)],

1
= —— gJNRZ.
R

Minimizirati slobodnu energiju sistema u odnosu na R i nadi ravnoteinu vrednost
ovog parametra.
Relenje

Ako pretpostavimo da su »+« i » —« spinovi orijentisani potpuno slu¢ajno
(tzv. Breg-Viliamsova aproksimacija), verovatno¢a da od ukupno N spinova bude
Ny »+« orijentisanih i N—» — « orijentisanih iznosi:

N!
NN_!’

Odavde za entropiju nalazimo:
S=kInW=k(InN!-InN_ !-InN_)~

~k(NInN-NyInN,-N_InN_),

gde smo u drugoj jednakosti iskoristili Stirlingovu formulu (1.21). Uvodenjem
parametra uredenosti nalazimo:

1 1 1 1
S —kN [—2--(1+R) n—(1+R)+—-(1-R ln?(lqR)], (8.26)

kao §to je i trebalo dokazati. Unutradnju energiju nalazimo polaze¢i od hamilto-
nijana (8.7 a), na osnovu koga vidimo da ¢ée biti:

1
U= =5 J@4se+Q--—-Q\-),
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gde susa Q441 Q- oznadeni brojevi parova najbliZih suseda sa oba spina orijenti-
sana respektivno u smeru pozitivne i negativne Z-ose, dok Q. _ oznadava broj
parova suprotno orijentisanih spinova. U Breg-Viliamsovoj aproksimaciji brojeve
Q4+ Q1 Q4+— zamenjujemo njihovim srednjim vrednostima, tako da piSemo:

1 - — —
U= =T @4t 40--~0:) (8.27)
Ovde je:
_ 1 1 N?
Q++ =_2_ gN+P+ =7Q"A_?:s
. N, .. . . .. g
gde je py= }— verovatno¢a »-+« orijentacije za jedan spin, i sli¢no:

y N2

- 1
Q=5 qN_p.=595-

NN

= 1 1
[ =2 qN+p_+? gN_p,.=q

Uvrstimo ove izraze u (8.27) i uvedimo parametar uredenosti R. Nakon sredivanja
dobijamo:

Ue— -“T gJNR, (8.28)

kao §to je trebalo dokazati,

Na osnovu poznavanja entropije i unutra$nje energije, lako nalazimo slobodnu
energiju F=U—TS. Imamo:

Fe —% qJNR’+NkT[%(1+R)ln—;—(l+R)+—;-(l —R)ln%(l— R)].(8.29)

1z uslova j—iso sledi In ﬂ-= ’% R, tako da se za odredivanje ravnoteZne

vrednosti parametra uredenosti dobija jedna&ina:

R=th (-q—"- R). (8.30)
2KT

Uzimajuéi u obzir da u Izingovom modelu sa interakcijom samo medu najblizim

susedima vazi qJ = 2> J (|E]) i da je parametar uredenosti direktno srazmeran
. ¥

magnetizaciji M, moZemo zakljuiti da smo na ovaj nadin ponovo dobili rezultat

(8.21) zadatka 8.2. Ranije smo taj rezultat dobili koriste¢i aproksimaciju moleku-

larnog bolja za Hajzenbergov model.

15*
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8.5. Izralunati toplotni kapacitet Izingovog feromagnetika u aproksimaciji
molekularnog polja. Na osnovu dobijenog rezultata: a) naéi skok toplotnog kapaciteta
pri T=T,, i b) razmotriti ponalanje toplotnog kapaciteta pri veoma niskim tempe-
raturama.

Refenje

Toplotni kapacitet nalazimo polazeéi od izraza za unutra$nju energiju (8.28),
nadenog u prethodnom zadatku:

Vodeéi ratuna da parametar uredenosti R zadovoljava jednainu (8.30), koja se
moze prepisati i u obliku:

R= th( ) =th (T c R
jer za Izingov model vaZi:

Tc-ﬁ-ﬁ > (|3|).

—
L 4

zaklju€ujemo da je:
OR RT¢ (chz RT¢ IE)-—I’

oT T2 T T

tako da za zavisnost toplotnog Kapaciteta od temperature dobijamo parametarske
jednadine:
2
S .S | 8 (8.31)
ch?r—rcthr T
T,
de je r=R S,
gde ) T
a) Da bismo nadli skok toplotnog kapaciteta u okolini T, zapazimo
najpre da r—0 pri T—>T, (jer R—0). Razvijanjem u red jednaline (8.31)

b_;-% Nk. Tznad Tg je U=0 (jer je R=0 za T>T.), tako da je i C=0.
Skok toplotnog kapaciteta u tafki I'=T, je, prema tome, %—N k.

b) Ako je T<Tc, iz druge od jodnatina (8.31) sledi WIT{?, tako da
prva od ovih jednalina onda daje:

2
C~4Nk (g;f;l) T 4"
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8.6. Kod antiferomagnetnih kristala interakcija izmene dovodi do antiparalelne
orijentacije najbliZih suseda (J<O0). Posmatrati antiferomagnetik koji se sastoji iz
dve podrefetke, pri ¢emu spinovi koji pripadaju jednoj podresetki imaju tendenciju
paralelne orijentacije i svaki spin je okruZen suprotno orijentisanim najblizim susedima

koji pripadaju drugoj podreSetki (vidi sliku 8.1). Posmatrati slucaj S=--;~i koristiti
aproksimaciju molekularnog polja pa take naéi temperaturu ispod koje obe podre-
Jetke ispoljavaju spontanu magnetizaciju,

Refenje
Posto postoje dve podreSetke, hamilionijan sistema piSemo u obliku:

iz s-,-[H+ J(F -8t 2 S I(F—E )34]]_
L[-"Bg I 0 gLP-B-_E.. |1 ll o S'LF-B;.. !1 2| -
N n
5. |B+ -2 s r(F-2 DSt 2= S I(Fi-B 5o
_ngsz[ 2 0 gf-“‘”?* 2—&1]) El 3:.[-’-32 2 —&]) - }’

(8.32)
gde 7',,;1, odnosno ?2, 1;2, oznatavaju vektore polozaja ¢vorova prve i druge pod-
refetke respektivno. U aproksimaciji molekularnog polja se .S_’g‘; i S‘E-; zamenjuju

njihovim srednjim vrednostima S, i S, (koje se medusobno razlikuju!), tako da se
za hamiltonijan sistema nalazi:

% —(ﬁ}l-ff‘,}}%(ﬂrﬁ:}}). (8.33)

Ovde su My=g pp Y Sz, a efektivna polja su de-

i
finisana na sledeé¢i nadin: g

— —
2r

ﬁi:}“ﬁ—G’er“%M

- -
2

H$=H—42M:“91M

(8.34) ﬁ‘

pri ¢emu je ﬂ},=% Ng; p.,,.g‘:, a faktor %sc jav-

lja usled toga §to je N spinova podeljeno na dve Sl 8.1
podresetke. Velitine g, i ¢, su definisane relacijama:

SIA-aDl SI(f-&DI
gi=2 N(g,_p.,)‘ i N(gt.l-’-a)z

(8.35)
SIAL-&D] S IUfA-2D] |
q2=2 £

= 2 B2 3
N (gL pp)? N (g pp)*
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u kojima figuriu apsolutne vrednosti interakcije izmene, po$to je ova kod anti-
feromagnetika negativna. Pomo¢u hamiltonijana (8.33), u kome su podresetke

—

razdvojene, moZemo izraCunati srednje vrednosti projekcija vektora M, i M,

, Na

pravce vektora ﬁg}l ffg}, respektivno. Oznatimo ove projekcije sa M, i M,.
Rezultat je (uporedi sa zadatkom 8.2):

1 1
M =—N th {—— HO Y,
177 8LtB (ZkTSLP-B ,f)
(8.36)

1 1
M,=—N th H2).
2T, Sris (ZkTgL“B :g’-)

Da bismo nasli temperaturu Ty ispod koje obe resetke ispoljavaju spontanu magneti-
zaciju [tzv. Neelova temperatura (Néel)], treba u dobijenim formulama staviti da
je spoljno polje jednako nuli, H=0. Tada su vektori A}I i Asz antiparalelni, a
prethodne formule dobijaju nov oblik:

1
M=——N th
1 2 gL B [2kT

grus(@ M, +q, Mz)]’
(8.37)

1 1
M,=——N th M,+q,M))|.
2 2 ELUp [ZkTgL pp(g, M, +q, Q]

U blizini temperature T, spontane magnetizacije obe podreSetke su male veli¢ine,
tako da je opravdano desne strane napisanih jedna&ina razloziti u redove i pisati:

0
M, = H;—T“(ql M, +q, M) +y(q M, +q, M;))*+ - - -,
(8.38)
0
M,= “‘5,(92M1+9| M)+y(g, M, +q, M)+ - - -,

gde je v pozitivna konstanta [uporedi sa formulom (8.21 b)], a 6 je odredeno izrazom:

R G
8k

Projekcije M, i M, su suprotnog znaka, tako da u jednacine (8.38) moZemo staviti
M'=M,=—M,. Zanemarujuéi ¢lanove viSeg reda, dobijamo:

)
M’ {1 +-= (q,—qz)]mY(q.—qz)‘M"-
qT

y  §=¢q,+4, (83.9)

Ako je g,>¢,, onda ova jednadina ima reSenje M'<4-0 za svako 7, §to je suprotno
polaznoj pretpostavci da magnetizacija iséezava iznad neke temperature Ty. U slu-
éaju ¢,>gq, ista jedna¢ina ima realna resenja M'=-0 samo pri temperaturama koje
zadovoljavaju nejednakost:

q
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Prema tome, Neelova temperatura ¢e biti data izrazom:

;- 04.-9)
g

(8.40)

Razmatranjem formula (8.35) zaklju¢ujemo da ¢e spomenuti uslov g,>g, biti
zadovoljan, ako je interakcija izmene Cestice sa susednim Cesticama suprotne po-
dregetke u celini jaéa od interakcije izmene sa Cesticama iste podreSetke.

8.7. .Kod antiferomagnetika sa dve podreSetke, razmotrenog u prethodnom
zadatku, naci perpendikularnu i paralelnu magnetnu susceptibilnost y, 1 vy u slucaju
slabog spolinog polja perpendikularnog odnosno paralelnog praveu magnetizacije
podreSetki, pri temperaturama niZim od Neelove temperature.

ReSenje

Neka_je u odsustvu spoljnog magnetnog polja ﬁ19=—ﬁ};o=r;z: gde smo
sa ﬂm i ﬁm oznatili magnetizacije podreSetki.

Posmatrajmo prvo slucaj H Lm. Efektivna polja Ei},?. i ﬁg su data jed-
naéinama (8.34) zadatka 8.6. Da bismo nadli odgovarajuu susceptibilnost,
treba da najpre nademo magnetizaciju u prisustvu spoljnog polja, koje je, po
zadatku, slabo. Kako je ;EI*_L;:;, vektori M o 4 ﬂ?z nece biti viSe strogo suprotnog
smera. Oznatimo sa e ugao izmedu A_?, i -i:f,, pri ¢emu ofekujemo da bude

s<g1 podto je spoljasnje polje slabo. Efektivna polja Hm ¢e biti paralelna sa
M,, tako da iz jednacina (8. 34) vidimo da H-— q, M mora biti paralcno sa
Ml, a H—qz M, paralelno sa Mz. Ukupna

magnetizacija, fl}, +ﬁ;‘2, bi¢e paralelna sa ff—,
a ako njen intenzitet podelimo sa H dobiéemo
traZenu perpendikularnu susceptibilnost (vidi
sliku 8.2). Rezultat je:

1
Y=y
9,

U sluéaju H||_r::.e, otekujemo da su svi
vektori kolinearni, a pri malom intenzitetu
spoljnjeg polja H, ofekujemo takode da

M, i —M, budu pribliZno jednaki m. Stavi-

B = — — = — —
éemo M,=m+38m,, M,=—m+8m,. Une-
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semo li ove izraze za j}l i ﬂ?z u jednatine (8.36) iz prethodnog zadatka, pa
zatim razvijemo u red po maloj veliéini H—gq, 8m, —q,8m,, nalazimo:

N
dmy =——— (grpp)? (H—q,8m,—q,8m,)ch~2 [

8KT 31.?-8’"(42_‘11)]9'

2kT

N
dm, =—— (grup)’ (H—q,8m,— q28ml)ch—2[

Sk T g.».uam(qz—ql)]-

2kT
Deleéi ukupnu magnetizaciju, M1+ M;=28m;-+8m,, sa intenzitetcm magnetnog
polja H, nalazimo paralelnu susceptibilnost:

2A

Xl =q_(T—+ A ’

gde je:

1
A=0ch2 — .
[2 kT gLism(q, 91)]

a veligine ¢ i 0 su date relacijama (8.39).
Primetimo da pri T—»T,, imamo m->0, tako da A—0, odakle sledi

x—=>26/[q(T+ B)]=—I— =7, 5to je lako proveriti ako se ima u vidu definicija
q,
Neelove temperatnre (8.40).

Kao $to je ve¢ spomenuto u uvodnom delu ove glave, metod molekularnog
polja se moZe sa uspehom primenjivati i na binarne legure tipa 4B. Uredena binarna
legura predstavlja kristalnu strukturu koja se sastoji od dve podreSetke, a i b. Pri
idealnoj uredenosti (na apsolutnoj nuli), podresetka a se sastoji iskljuivo od atoma
tipa A4, a podresetka b takode isklju¢ivo od atoma tipa B. Na vi§im temperaturama,
uredenost se postepeno narusava, tako da se u podreSetki @ mogu nalaziti i atomi
tipa B (ali sa manjom verovatno¢om nego atomi tipa 4), i obratno. Pri nekoj kriti¢noj
temperaturi T, nastupa potpuna neuredenost -— atomi i jednog i drugog tipa mogu

i sa istom verovatnotom da se nadu u obe podreSetke.
Tipi¢an primer AB leguie je mesing (vidi sliku 8.3), koji
se sastoji od atoma Cu i Zn. Na temperaturama viSim
od 723°K atomi Cu i Zn se mogu na¢i sa istom verovatno-

% - ¢omu ¢vorovima zapreminski centrirane kubne resetke.
j ,-I Kod analiziranja termodinamitkog ponaSanja
binarnih legura, podesno je uvesti tzv. parametar
O
uredenosti, Koji se definife kao:
X 2 N A.a ,
oA Q:B s
Sl. 8.3 gde je N4 ukupan broj atoma vrste 4, a N, , je broj

. tih atoma u podrefetki a. Da je gornju veli¢inu podesnije
uzeti za parametar uredenosti nego odnos Na,q/Na, vidi se iz toga $to ovako ure-
@enim stanjima odgovara X=+1. To je detaljnije prikazano u sledetoj tablici:



Broj atoma A na podreietki a Svi 50% Nijedan |
N 4,4lN 4 1 0,5 0
2(NaalN—1 1 0 1
“ ; potpuna potpuna potpuna
»Stepen® uredenosti uredenost neuredenost uredenost
Poito je kod binarnih legura NA=N,,=% N, moZemo pisati:
x=2Nta__g4PNae_,. 8.41)
N
Qdavde onda nalazimo:
N N
NA.4=NB,£,"‘Z (1+X), NA-u=NB,a=?(1_‘Y)' (8.42)

8.8. Koristeéi Breg-Viliamsovu aproksimaciju nacéi slobodnu energiju mesinga
u funkciji parametra uredenosti X. Ispitati ponasanje dobijenog izraza u blizini kriticne
temperature Ty i nai zavisnost parametra uredenosti od temperature pri T<<T.

ReSenje

Oznatimo sa Naa broj parova najblizih suseda tipa 44, tj. broj parova obra-
zovanih od atoma 4 u jednom &voru podrefetke a i atoma A koji se nalazi u njemu
najblizem &voru podrefetke b. Analogo tome, Npg i Nap oznacavate broj parova
najbliZih suseda tipa BB i AB respektivno. U Breg-Viliamsovoj aproksimaciji, brojeve
Naa, Npp i Nagp izraunavamo prosto zamenjuju¢i ih njihovim srednjim vredno-

stima:
Nia=Ny.q N, N/2) 8 gN( )=N(1-X?)

gde je g koordinacioni broj (vidi zadatak 8.4), koji u slutaju mesinga iznosi 8, kao
§to se vidi sa slike 8.3. Broj AB— veza koje polaze od atoma A4 na podredetki a je:

Nory, MO DaHGAFD) L oy N o
Npg (V/2) 8
dok je broj takvih veza koje polaze od atoma A na podresetki b:
Nﬂ.a — (NI4) (I _X)q(N/4) (l _x) =N(l —X)z,
Ng (N2)
tako da ukupan broj AB — veza iznosi:
Nyp=N(y+ N, p=2N(1+X?.

Ako se Vaa, Vpy i Vap oznalimo odgovarajule energije veze, ukupna energija
(u aproksimaciji najbliZih suseda) ¢e biti:

U= VMNM—l_ V.BB NBB-!- VAB NAB=CO‘HSL +NVX2,
pri ¢emu je uvedena oznaka V=2 Vap—Vai—Ves.

N:;;“'Nd.aq

Nig=Nasd
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Entropija posmatranog sistema na temperaturi 7" ¢e biti odredena izrazom:

s—kin [MaatNoo)! Nap+Npp)']
NA.R! NB.g! Nd,b! NB.b!

- _-;- N[+ (1+X)+(1—X)ln (1 -X)—21n2],

gde je, u drugoj jednakosti, primenjena Stirlingova formula (1.21). Odavde se lako
nalazi slobodna energija F=U—TS. Izostavljaju¢i eksplicitno pisanje rezultata,
dajemo samo grafi¢ki prikaz zavisnosti slobodne energije od parametra uredenosti,
za dve razli¢ite temperature na slikama 8.4. i 8.5.

A
F Af
\__/ Fi ‘v S ~x
Sl. 8.4 Visoka temperatura T Sl. 8.5 Niska temperatura T

RavnoteZna vrednost parametra uredenosti X na datoj temperaturi T je odre-
dena uslovom minimuma slobodne energije, koji se ovde svodi na g—X’Lo. Ekspli-

citno se nalazi:

- zm'xaé NkTln (E%) (8.43)

Rezultat reSavanja ove jednacine, koja definife X kao implicitnu funkciju temperature,
prikazan je na slici 8.6.

Ax

Sl 8.6
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Zapazimo da se relacija (8.43) moZe napisati i u obliku:
th (2|—V.|- X) ~X, (8.43 1)
kT

iz koga se vidi (kao, uostalom, i iz slike 8.6), da je Breg-Vilijamsova aproksimacija,
koja je ovde koriS¢ena, ekvivalentna aproksimaciji molekularnog polja (uporedi
sa zadacima 8.2. i 8.4), tako da dalju analizu koja je zahtevana u zadatku ostavljamo
ditaocu za samostalnu veZbu.

8.9. Koriste¢i Breg-Viliamsovu aproksimaciju, naéi skok toplotnog kapaciteta
mesinga u kriticnoj tacki.
Refenje

Na osnovu rezultata prethodnog zadatka nije teSko zakljutiti da prelaz iz
uredenog u neuredeno stanje nastupa na temperaturi T=7,=2 %, tako da se

jednacina (8.43 a) moZe prepisati kao:
th (i—c x) _X. (8.43 1)

Ova poslednja jednakost daje temperatursku zavisnost parametra uredenosti X,
koja nam je potrebna radi nalaZenja toplotnog kapaciteta. Naime, polaze¢i od
rezultata:

U = const. + NVX?
iz prethodnog zadatka, diferenciranjem po temperaturi nalazimo:

C=-2NVX—‘g. (8.44)
dX

Jednadine (8.43 b) i (8.44) daju, u parametarskoj formi, zavisnost toplotnog kapa-
citeta od temperature. Problem je analog onome koji je razmotren u zadatku 8.5.
Ponavljajuéi tamo navedeno rezonovanje, nalazimo da i u slu€aju binarne legure,

skok toplotnog kapaciteta pri prolazu kroz kriti¢nu temperaturu iznosi % Nk.

8.10. Model éelije za fluid tvrdih sfera je najjednostavnije formirati na sledeci
nadin: granice céelija su ravni koje polove linije povuéene iz centra molekula do centara
njegovih suseda i ortogonalne su na ove linije. Unutar svake éelije, potencijal je U*=0,
a na granici Celije je U*= co.

a) Ako je zapremina svakog molekula zanemarljive mala, pokazati da je u
okviru ovog modela konfiguracioni deo slobodne energije dat izrazom:

F*= —kTIn Q"‘—'=NkT,
YN

gde je Qn konfiguracioni integral,  V zapremina a N broj molekula [vidi jednaéfné;
(8.9) i (8.10)). Uporedite ovaj model sa idealnim gasom.
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b) Aproksimirati poliedarsku feliju sferom iste zapremine, tj. polupreénika
4
odredenog uslovom -:—;E r*=(V|N). Uzeti u obzir da molekul ima konacan preénik

o i da stoga ne moZe da se pribli¥i granici Celije na rastojanje manje od —:!;o.
pa pokazati da je onda:
1
F*~NkT-3 Nlen[l-v;(gf) !’],

Vi'nl 1

gde je 19==(—6 ) h Varsypg Mo Jezaproming dsema pri makstmibsol g,

Refenje

a) Pretpostavi¢emo da svaka celija ima srednju zapreminu V/N. Posmat-
rajmo najpre jedan dati raspored A molekula po c¢elijama i nadimo doprinos
Q% tog rasporeda ukupnom konfiguracionom integralu Q- Integracija se vr§i

po vektorima poloZaja molekula ;:, ;-;, eois ,?N; podto faktor e—V'kT postaje

jednak nuli &im se ;: nade van Celije i-tog molekula, Q} se raspada na proizvod
nezavisnih integrala od kojih se svaki uzima po Celiji zapremine V/N:

— — — V N
0% = fd?-r, f &7,... f d’er(—N—) : (8.45)
wINy WIN) VIN)
Rasporeda A ima ukupno NI, pa je:
VAN
- A=Nl[{—]} ,
0n=3 4= (%)
a odavde izlazi:

=='—nyeN; (8.46)

u drugoj (pribliznoj) jednakosti iskori¢ena je Stirlingova formula (1.21). Gornji
rezultat onda neposredno daje F*=NkT, §to je i trebalo pokazati.

Da bismo ovaj rezultat mogli uporediti sa idealnim gasom, zapazimo da u
slu¢aju idealnog gasa svaki molekul moZe da se nade bilo gde unutar zapremine V,

$to znati da je e~U'T -1 za sve vrednosti ;: Onda je:

Oi=0Y, z*u%gzl, F*—U*=0.

Dakle, za razliku od idealnog gasa kod koga je konfiguraciona entropija jednaka

nuli, $* = —95};-_*—=0, kod modela ¢elija je S¥=—Nk. Ovaj »manjak« entropije,

tzv. komunalnu entropiju, sistem bi nadoknadio ukoliko bi njegovi molekuli mogli
slobodno da se rasporeduju po Celijama, tj. ako bi jednu celiju moglo zauzimati
vise molekula.
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b) Posto je U*=co ¢im molekul dostigne granicu Celije, centar molekula ne
moZe doéi na rastojanje manje od% o od granice Celije. Srednja zapremina dos-

tupna centru molekula (tzv. slobodna zapremina po molekulu, V) je stoga data
izrazom: .

Imajuéi u vidu da je ——r:" -};J—,ao’ V_—&—,za Vs nalazimo:
vV Vo\'313
o —°) ; 8.4
s N[ "?(V ] (8.47)
Analogo slu¢aju pod (a), ovde ¢emo imati:

Vv v\
QN=N!V§=N!(E) [1-71(?) ] ,
QN' N! e 1 (Eg_ 133N

N [ —4 V) ;

odakle za F* neposredno sledi izraz naveden u formulaciji zadatka.

Citaocu se prepuita da kao samostalnu verbu izvede termitku jedna&inu
stanja koja odgovara nadenom izrazu za konfiguracionu slobodnu energiju, tj.
da nade vezu tipa p=p (V, T, N), na osnovu koje se zatim moZe pokazati da je

pa je:

recipro¢na vrednost izotermske kompresibilnosti, Bp = — V(a—p-) , data izrazom:
T
1 (V\'"s pV
e e 4 _.,) g |, 8.48
T p[ 311(V NkT] (8.48)

8.11. Idealnim rastvorima nazivamo one rastvore kod kojih su termodinamiéke
Sfunkcije vezane za meSanje komponenti rastvora iste kao za smesu idealnih gasova.
Za idealni rastvor, koji se sastoji od Ny molekula jedne vrste i No—=N—N; molekula
druge vrste, izracunati slobodnu energiju pomoéu modela éelija.

Refenje
U modelu ¢éelija uvedenom u prethodnom zadatku, konfiguracioni

N
integral iznosi Qy=N! (%) . Primenimo taj rezultat na smeSu koju predstavlja

posmatrani rastvor. Uvode¢i oznaku X =%, za molekule prve vrste imamo:

Q= (XN)! (%)X",
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a za molekule druge vrste, analogo ovome,

Ova-n=[1-X)N]! (.%)(hxw

(pri izohornom procesu, kao $to je obrazovanje rastvora, _;; je isto i za Ciste sup-

stance 1 za rastvor). Na osnovu ovoga je lako naéi statisticku sumu binarne smese:

Z, = _21’"1}‘7)”%,(32‘?'3_@ 3(1—X)% O =
N ( [ » ) (XN)![(1-X)N]!
N N N! VAN
_(271:??1, kr)”?_(zumzkr)’“‘“? (?) .45
U r 2 e a-na @

Prva dva faktora u napisanom izrazu potifu od translatorne energije molekula obe
vrste, dok se konfiguracionim integralom Q, uzima u obzir interakcija medu mole-
kulima, a imenilac poslednjeg faktora potice od identi¢nosti svih molekula prve
i druge vrste respektivno.

Pomoéu (8.49) lako nalazimo slobodnu energiju celog sistema. Nju moZemo
uslovnio shvatiti kao sumu tri sabirka, od kojih bi prva dva predstavljala slobodne
energije sistema molekula prve i druge vrste kad ne bi bili pome$ani, dok treéi sabirak
predstavlja slobodnu energiju meanja. Ukoliko Zelimo posmatrati ovu poslednju
velitinu odvojeno, uolicemo da su slobodne energije nepomesanih molekula date
o¢evidnim relacijama:

F,= ~kTIn Zyy= —kTIn (Z,) Onx _

(XN)!
V XN
¥ (XN [—
~kTIn (M)MZ.E f)___(N_)__-
- h? (XN
' QN(I-—X)
Fi_y= kT Zyu_n=-kTIh(Z) —24=22__
1-X N(—X) (Z,) N (1-X)]!
ma-xn (20
- kTl (_2“”’.:_&7:)"’—”’:. ( )
B h? [N(1-X)]!
Odavde se za slobodnu energiju me§anja nalazi:
Fy= F—(Fy+F,_g)= —kTln — 2N ___ _
N LNa-x0
]
- kTl —— N kT ik ~
Onx* Ova-n XN (1-X)N]!

~NET[XIn X +(1-X)In(1-X)]. (8.50)
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Poslednja jednakost sledi na osnovu Stirlingove formule (1.21). Dobijeni rezultat
se moZe alternativno napisati kao:

Fu=kT|N a2t N ﬁ“] (8.50a)
N,+N, N,+N,

a moze se, kako je lako videti, i neposredno generalisati na slu¥aj idealnog rastvora
sa ve¢im brojem komponenata:

Fy=NKT 3 X,InX,, (8.50b)

i=1
gde je sa n oznaden broj ovih komponenata.

8.12. Model ¢elije je podesan i za razmatranje rastvora neinteragujucih lancanih
polimernih molekula, pretpostavijajuci pri tom da svaki segment lanca zauzima samo
po jednu Celiju. Posmatrati rastvor (smesu) jednog »monomera« (vrsta 1, ukupno Ny
molekula) i jednog »r-mera« (vrsta 2, ukupno N, molekula), uzimajuéi da svaki
molekul »r-mera« zauzima lanac od r éelija, tako da je ukupan broj Celija jednak

=Ni+r Na.

Nadi srednji broj natina g (N, N) na koji se N, molekula »r-mera« moze
rasporediti po N Celija, pretpostavijajuéi pri tom: a) da je srednji broj zauzetih Celija
oko bilo koje prazne Celife isti kao i bilo gde u skupu od N Celija; i b) da se taj srednji
broj ne menja u toku smestanja jo¥ jednog molekula »r-mera«.

Na slidan naéin naéi zatim broj natina da se N, molekula »r-mera« rasporedi
na r Ny Celija i izratunati slobodnu energiju meSanja smese od N, molekula »r-mera«
i Ny molekula ymonomera«, pretpostavljajuéi pri tom da je N1+ N,=N=-const.

Refenje
Uves¢éemo oznaku d= % Sli¢no kao kod idealnog rastvora, posmatranog

u prethodnom zadatku, za slobodnu energiju mefanja moZemo pisati:

R e | N (8.51)
Ova-o)* One

oznatavajuéi sa Qy konfiguracioni integral za rastvor (smefu), a sa Oy-a)
i One konfiguracione integrale za Cist ,,r-mer* i &st ,,monomer* respektivno.
Konfiguracioni integral za rastvor (smeSu) nalazimo kao sumu konfiguracionih
integrala koji odgovaraju svim moguéim rasporedima (vidi zadatak 8.10),
On=73 QX- Za veli¢inu Q} i ovde vaZi isti izraz kao u zadatku 8.10,

A
Q}v=(Vs)”, gde je Vg ,,slobodna zapremina po molekulu. Ako je r N, celija
popunjeno molekulima ,,~mera*, onda se N, molekula ,,monomera* moZe
rasporediti na preostalih N, ¢elija na N,! nafina. Ukupan broj rasporeda je,
dakle, dat izrazom g(N,, N) N,!, gde smo sa g(N,, N) oznalili za sada nepoz-
nati broj naina na koji se N, molekula ,,r-mera‘‘ moZe rasporediti u N Celija.
Za konfiguracioni integral tako dobijamo:

On=8(N,, N)N!VE,
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Za &ist »monomer« i &ist »r-mer« analognim postupkom nalazimo:
Ono=N,!VY®,
Ona-0y=8 (N rN) VE -9, (8.53)

Pre nego §to ove rezultate uvrstimo u (8.51), treba joS naci g (N, N).

Zamislimo da je n» molekula »r-mera« vec rasporedeno po celijama. Postavimo
zatim prvi segment (n+-1)-og molekula »r-mera« bilo u koju praznu cCeliju. Za

smeStanje drugog segmenta postoji sada gN_m mogucénosti, gde je g koordina-

cioni broj refetke koju Cine sve Celije skupa; lako je videti da je ¢ N—N—rf zaista
srednji broj praznih Celija oko date celije. Za treéi segment je broj moguénosti
a-n¥

. posto je od g okolnih ¢éelija jedna ve¢ zauzeta drugim segmentom.

Broj nafina na koji se r—2 segmenata moZe smestiti u (g—1) -I!-%-f celija je

[(q_ 1 N—rn

r—2
] » pa za svaki poloZaj prvog segmenta imamo:

- N—rn N—r N—m]-!
()@= 557 = a0 57

natina da rasporedimo ceo molekul »r-mera«. Po¥to ima ukupno N-rn moguénosti
za smestanje prvog segmenta, broj nacina na koji se moze smestiti (z+-1)-vi molekul
»r-mera« je:

4 (N-m) [(q~ 2 "’”]'_'-
qg-1

N
Na osnovu toga zaklju€ujemo da je ukupan broj nacina na koji se No=(1 —®) —
r

molekula »r-mera« moZe rasporediti u N=N;--r N, celija dat relacijom:

Na—1 N—=ml—1
A )(N m)[(q—l)—N—] .

I'majudi jo§ u vidu da je:

R

dobijamo definitivno:

oy

s N)=(_L)u—@)’7v_(q_—_l)

1 = (8.54)
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U slutaju kad se N; molekula »r-mera« rasporeduje u r N, ¢elija, gornji rezultat
prelazi u:

q Na q—1 Na(r—-1) rN,.
e(N,, rN,) = ( _1) (er) N2 (NN (8.54a)

Uvrstimo ove izraze u (8.52) i (8.53), pa zatim unesimo u jedna€inu (8.51) za slo-
bodnu energiju mesanja. Dobi¢emo:

&
=1 Na(r—1)
Py kT 8PN e W_'# (f_N?) T
g(Na, rIV,) (+—N2)1N2! N
r
odnosno, imajuéi u vidu relacije: %= 1-@, ﬁ—N2=¢N, iN,(1-n)=
r

—(1-®)N,

()
Fy= —kTrin 4

o]

Koriste¢i Stirlingovu formulu (1.21) i sredujuéi dobijeni izraz, nalazimo definitivno:

—(1= D) NkTIn(1 — @)+ N,kTIn(1 - D).

Fp=kT[N,In®+ N, 1n (1-®)]=
(8.55)
=NkT[®Iln®+(1-®)In(1-D)].

Nije teSko videti da bi se isti rezultat dobio i u slu¢aju binarne smese od N,
molekula »r;-mera« i N, molekula »rp-mera, samo bi sad pod @ trebalo podrazu-
mevati veli¢inu:

Qo 1l
ryN,+r,N,

8.13. Posmatrati jonizovani gas na niskoj temperaturi. Polazeéi od jednacina
Tomas-Fermijevog modela Celija, izvesti jednacinu za elektricni potencijal »samo-
usaglaSenog« polja i dovesti je na bezdimenzionalni oblik.

Resenje
Kao §to je ve¢ u uvodu redeno, potencijal ,,samousaglasenog® elektritnog

polja u celiji se moZe napisati kao @ (r)= +@* (r), pri emu prvi sabirak

poti¢e od pozitivno naelektrisanog jezgra, a odrugi od ,,oblaka*“ elektrona u

16 Fizika
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éeliji. Potto je - harmonijska funkcija, imamo Ag()=Ag*(r), tako da i
r
potencijal ¢ (r) zadovoljava jedna&inu (8.12). Dakle:

8m p*dp
Ag (e o (8.56)
S "’nf exp(szzm ke;(r) u)H

pri emu se uzima u obzir i relacija (8.11). Refenje koje nas interesuje treba da
zadovoljava sledece fiziCki ofevidne uslove:

(r—0), (%) -0, (8.57)

r=rp

Ze
4

TE,

od kojih prvi izraZava &injenicu da je u neposrednoj blizini centra éelije potencijal
»samousaglaSenog« polja jednak potencijalu jezgra, dck drugi znati da je Celija
u celini elektroneutralna, pa elektri¢no polje na njenoj granici tezi nuli. Hemijski
potencijal se, naravno, odreduje iz relacije (8.13), koju ovde ponovo prepisujemo
u ne$to modifikovancm obliku radi daljih razmatranja:

o o 2
8n pdp . (8.58)
drridr | — P*2m—eq(r)—p ]
of ["’ of i

Prema uslovima zadatka, temperatura je niska, pa je elektronski »oblak«
u éeliji kvantno degenerisan i hemijski potencijal je vrlo veliki. Usled toga se, pri
ratunanju integrala tipa:

g 1
Jg@©)]= | f(e)g(e)de= | g(e)
f rascrn- |

= (s—etp(r)-u)de'

kT

kakav se pojavljuje s desne strane u (8.56), moZe koristiti podesna modifikacija
Zomerfeldove metode (vidi zadatak 7.6). Ostavljaju¢i detalje za samostalnu vezbu
ditaocu, navodimo ovde konatan rezultat:

wteqplr)

Tlg ()]~ f s@de-2 5 (m“["z" ] (Eﬂ) (8.59)
S e=pteq(r)

d‘ 2l-1 i m'Zl

odnosno, ako se zadovoljimo sa tatnoséu koju daje prvi ¢lan reda:

wtee(r)

Jg(@®]= J g(e)de—m(knl(dz) ; (8.60)

e=pteq(r)
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Ako u dasnoj strani jednaCine (8.56) umesto impulsa uvedemo kineticku ener-
giju Cestice, EE-;i, p=V2me, dobitemo, stavljajuéi istovremeno Ag¢(r)=
-~

1 dr?
rdrz(q))

1 & -8y
== e Vam? IV el,

a odavde, u skladu sa relacijom (8.60):

e 8=m 2 n? k2T
B 18 =L 2T L (eotw) |1+
( ?) g B 3 (et l 8 (etp+y.)2]

Zapazimo jof da herrnjsh potencijal p ne zavisi od koordinate r (rastojanje od
centra Celije), tako da moZemo uvesti novu funkciju relacijcm et (r) =eq(r) + p.
Iz gornje jednacine sledi onda za 1}; r:

1 d

e Tz). (8.61)

211 +—
d ( Bez (2

Naglasimo da ovde e oznaCava apsolutnu vrednost elementarnog naelektrisanja
{naelektrisanja elektrona).
Ovoj se jednacini moze dati bezdimenzionalna forma, podesna za numeritko

nalaZenje reenja, ako se uvede nova nezavisno promenljiva x=— i nova funkcija
a

x (%)= % ¢ (), gde konstante a i b treba odrediti tako da jednacina dobije najjedno-

stavniji oblik. Neposredna zamena daje:

dy, 8me 1-:2 k2712 x?
2me)2 gt} b | 2— .
dx? [3 h’( ) ] 142 Sez by )

Odabra¢emo a i b tako da koeficijent u srednjoj zagradi bude jednak jedinici, Sto
je ofevidno moguée na beskonatno mnogo nadina. Da bi se mogli koristiti rezultati
dobijeni u Tomas-Fermijevom modelu atoma, koji se podrobnije izu¢ava u kvantnoj
mehanici, obino se stavlja:

31/3 173 2 .
o W B (a0 =~E-°-h— je Borov radljus),
2 ZWs 7 me?
y Ze
4me,a
; di e e o 43 3 B R S
i uvodi se nova jedinica za energiju 31:)2:'32 R,, gde je R, Be, I zv.
Ridbergova energija (Rydberg), nakon Cega se dobija:
3. 2
ﬂ=>_€_’(1+a"1”), az"‘z"‘z), (8.62)
dx? x'lIz b ik Be?b?

16*
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Uslovi (8.57) pri tom prelaze u:

4@ =1, ("_X) _xG) ( xo.:.&) (8.63)
dx x=x Xo a
Zapazimo da se za T=0 dobija tatno jednatina Tomas-Fermijevog modela atoma:
Py xh
a2 xihs

Refenje ove jednadine koje zadovoljava uslove (8.63) ¢emo smatrati kao poznato
i obeleZavatemo ga sa yp(x). Ovo reSenje je nadeno numeriki i tabelirano.
Zainteresovani italac moZe se detaljnije informisati u udZbenicima kvantne mehanike.

8.14. Naci gustinu elektrona u Tomas-Fermijevoj éeliji kod niskotemperaturnog
kvantno degenerisanog jonizovanog gasa.
Refenje:

Desna strana jednacina (8.56) i (8.61) sadrZi gustinu (koncentraciju) elektrona
unutar Tomas-Fermijeve ¢elije. Lako je proveriti da se prelaskom na bezdimenzio-
nalne promenljive iz prethodnog zadatka dobija:

67 3
e x (l+m _h“szz)
9nia’ X i
Posto se odavde za temperaturu T=0 dobija:
ol
"u(x)= 911'300 'x's_;;v
moZemo (8.64) pisati i u obliku:

n(x)=no (%) ;‘:: (l o "x—?)

(8.64)

ili:

RGN TYCORY PO o (8.65)
wih(x) 1P (x) 2 ’
Posto se radi o niskim temperaturama, koncentracija elektrona se ne razlikuje

znatno od one na nultoj temperaturi, tako da se moZe vrlo pribliZno staviti n (x)~
Asny (x). Nakon toga se dobija:

X ()~ (3) (l -3a (8.66)

x’T’“)

xoz

pri &emu je, u poslednjem mnoZitelju desne strane, istovremeno primenjena binomna
formula i, pri datom stepenu tatnosti, stavljeno yasyp. Pomocu gornjeg rezultata
bismo sada mogli naéi traZenu koncentraciju elekirona, vraajuéi se u jednadinu
(8.64). Lako je proveriti da se pri tom &lanovi sa T2 anuliraju, tako da je potrebno,
pri razvijanju u red po temperaturi, zadrZati i sledec¢i ¢lan. Rezultat je:

2672y 1 T%x*
n(x,T')=§-TET%§;§—!;[I +4-§-0|:2 xp‘ . (8-67)




9. OSNOVE FIZICKE KINETIKE

Sve do sada su se razmatranja i zadaci u ovoj Zbirci odnosili na fizi¢ke sisteme
(klasi¢ne i kvantne) u stanju termodinamicke ravnoteZe. Ovo stanje je na prvom
mestu stacionarno, ali osim toga zadovoljava jo§ i izvesne, dosta opste, uslove o
kojima je, za slu€aj klasi¢nih sistema, ve¢ bilo reti u uvodu glave 3. [vidi formule
(3.11)—(3.14), kao i komentar uz njih]. Ukoliko su i bili analizirani procesi, dakle
situacije u kojima se karakteristike sistema menjaju sa vremenom, razmatranja su
bila ogranidena uslovom da se ovi vrSe tako sporo, da pri svakoj infinitezimalnoj
promeni svojih karakteristika, sistem ima dovoljno vremena da prede u ravnoteZno
stanje koje odgovara izmenjenim vrednostima njegovih parametara, tj. da u posma-
tranom procesu sistem prolazi kroz niz termodinamicki ravnoteZnih stanja (wkvazista-
cionarni procesi«). Govore¢i terminima funkcije raspodele molekula po brzinama
(vidi uvod u glavu 2.), moZemo reéi da su termodinamicki ravnoteZna stanja ona,
u kojima ova funkcija ima Maksvelov oblik (2.30) sa konstantnom koncentracijom
i temperaturom, a kvazistacionarni procesi su oni pri kojima se » i 7 menjaju sa
vremenom, ali funkcija raspodele molekula po brzinama u svakom trenutku vremena
ostaje Maksvelova.

Cesto su od interesa, medutim, i takve situacije kad se posmatrani sistem ne
nalazi u stanju termodinamitke ravnoteZe ili je podvrgnut procesima koji nemaju
kvazistacionaran karakter. Na primer, kod gasa koji ispunjava oblast izmedu dve
ravne paralelne plote koje se odrZavaju na razliditim temperaturama, kod gasa u
gravitacionom polju ili kod jonizovanog gasa u elektrinom polju se, usled speci-
fidnosti grani¢nih uslova i prisustva spoljnih sila, uspostavlja jedno stacionarno
stanje koje nije termodinamicki ravnotezno. Kod takvih sistema se mogu takode
odigravati i razni ireverzibilni transportni procesi (prenos mase, impulsa, energije
itd. sa jednog mesta u sistemu na drugo radi izravnavanja postojefih nehomogenosti,
tj. gradijenata koncentracija, temperatura itd.). Teorijsko tretiranje ovakvih sluajeva
zahteva poseban formalizam kojim se bavi fizicka kinetika. U okviru ove Zbirke
¢emo se ograni¢iti na kinetiku klasi¢nih sistema.

Najopstije i najstroZe teorijsko izutavanje termodinamifki neravnoteZnih
stanja i procesa u klasi¢nim sistemima zasniva se na pojmu fazne gustine verovatnoce
w (i, Pt ). Ova velilina je veC bila uvedena u uvodu glave 3, i za nju je bilo poka-
zano da zadovoljava Liuvilovu jednatinu (3.6). Medutim, kad se radi o sistemima
koji nisu jako udaljeni od stanja termodinamicke ravnoteZe i o procesima koji ne
odstupaju mnogo od zahteva kvazistacionarnosti, moguc je neSto uproceniji teorijski
prilaz, zasnovan na pojmu funkcije raspodele molekula po brzinama. Kao §to je u
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uvodu glave 2. veé bilo reteno, funkcija raspodele molekula po brzinama se uvodi
kod sistema koji se sastoji od identi¢nih cestica [ovu funkciju ¢emo obeleZavati sa

S(x, y, z, vz, vy, vz, 1) ili, krace, sa f (;:;r, t) i zvacemo je samo funkcija raspodele]

i ona ima osobinu da izraz f (T', ?, 1) a'-'*?d‘?(gde je dPr=dx dydzad® V=dv, dvy dvz)
predstavlja usrednjen po ansamblu broj molekula Cije fazne tatke leZe u elementu

zapremine d3 r d3 v oko tacke sa koordinatama (r, v) Sestodimenzionalnog faznog
prostora jednog molekula (tzv. p-prostor). Potpunosti radi spomenimo da se kod
stanja dosta udaljenih od termodinamitke ravnoteZe, ili kod procesa sa velikim
odstupanjem od kvazistacionarnosti, opisivanje zasnovano na funkciji raspodele
moZe pokazati kao nedovoljno. U tom se slu€aju uvode joS i tzv. vremenski zavisne
korelacione funkcije razliCitog reda, o ¢emu se Citalac moZe detaljnije da informise
u odgovaraju¢im udzbenicima. U okviru ove glave Zbirke, bi¢e razmotrene samo
situacije u kojima je opisivanje pomocu funkcija raspodele dovoljno.

Navedimo neke Cesto koriS¢ene oblike funkcije raspodele. Ukoliko je gas
bio u termodinamicki neravnoteZnom stanju, pa je zatim bio prepuSten samom
sebi, on spontano teZi (»relaksira«, kako se to obi¢no kaZe) termodinamicki ravno-
teZnom stanju. Ovaj proces uspostavljanja termodinamicki ravnoteZnog stanja
Sesto se oznafava i kao »maksvelizacija« funkcije raspodele. Srazmerno brzo (za
vreme koje je reda velifine srednjeg vremena slobodnog kretanja Cestice izmedu
dva sudara) u gasu se uspostavlja stanje sa funkcijom raspodele:

fau v, )=n(r, r)[

4 32 - — " - O
=t ] . TN , ©.1)
2nkT (r, 1)

pri emu se koncentracija n(r, t) i temperatura T(;: t) menjaju od tacke do tacke
i zavise od vremena, a u svakoj tatki postoji i neka srednja brzina kretanja svih
destica (ubuduée éemo koristiti termin »desticax umesto dosadainjeg »molekulk,
posto se formalizan funkcija raspodele moZe primeniti i na atome, elektrone, i sl.).

— =

Ova brzina je oznadena sa u (r,t) i takode se moZe vremenom menjati. Stanje u
kome &estice sistema imaju gornju funkciju raspodele oznadava se kao stanje lokalne
termodinamicke ravnoteZe, Ovaj naziv potite otud, §to se u neposrednoj okolini
neke tatke (dakle »lokalno«) gustina i koncentracija mogu smatrati prakti¢no kao
konstante, a moZe se takode naéi i sistem reference u kome ¢e funkcija raspodele
u okolini iste tatke biti Maksvelova (to je, oevidno, onaj sistem reference, koji se

u odnosu na laboratorijski kre¢e brzinom ). Stanje lokalne termodinamicke ravno-
teze nije, razume se, stanje termodinamitke ravnoteZe, poSto se pojedini delovi
sistema kre¢u razlifitim brzinama i imaju razli¢ite gustine i temperature. Dalja
relaksacija obitno najpre dovodi do disipacije energije usmerenog kretanja, tj.

po isCezavanja makroskopske brzine ;;(;: ). U tom stanju, funkcija raspodele je:

- — m 12 ---—PT:
wa) (r: v, ') =n (r! t) [___4—)-_]! e 2kr.0 ] (9'2)
2nkT(r, t)
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sa koncentracijom i temperaturom koje jo§ uvek predstavljaju funkcije poloZaja i

vremena. Nakon ovoga, dalja relaksacija se ostvaruje procesima difuzije, termo-

difuzije i toplotnog provodenja, a kao rezultat se uspostavlja stanje potpune termo-

dinamicke ravnoteZe, sa funkcijom raspodele (2.30), koju ovde ponovo navodimo
radi preglednosti:

m \3z _m?

P v)=n (m) e 2K 9.3)

Ovde su sad n i T konstantni parametri.

Pod odredenim spoljaSnjim uslovima, u posmatranom sistemu se moZe uspo-
staviti stacionarno, ali ne i termodinamicki ravnoteZno stanje, u kome je funkcija
raspodele znatno druk&ja od Maksvelove. Poseban interes u tom pogledu pred-
stavljaju sistemi koji se sastoje od najmanje dve vrste Cestica, pri femu jedna vrsta
gestica ima masu znatno manju od ostalih vrsta. Na primer, takav sistem pred-
stavlja poluprovodnik, u kome su lake Cestice elektroni, a teSke Cestice su joni
kristalne redetke. Sli¢na je situacija i sa neutronima koji se kre¢u kroz moderator
reaktora, ili sa elektronima u jonizovanom gasu. Ukoliko su sudari izmedu lakih
i tedkih Cestica isk'juCivo elasti¢ni, a koncentracija lakih Cestica tako mala da se u
prvoj aproksimiciji mogu zanemariti, dobija se tzv. Margenau-Davidovijeva
(Margenau, Jdaseigos) funkcija raspodele, koja ima oblik:

v, =fo(r v, 1)+

:}‘:(;: v, 1) ’ ©.43)
v

pri &emu fo i fl zavise samo od intenziteta brzine, v = |/v,2 + v,2+ 2 Posebno vaZan
je sludaj kad su lake Cestice elektroni, dakle, kad se radi o nekom tipu pro-

vodnika (poluprovodnik, slabo jonizovani gas). Ako sa E i B oznatimo elektri¢no

i magnetno polje u koje je taj provodnik smeSten, a sa m,ae—B- ciklotronsku
m

frekvencu elektrona (frekvencu kojom elektroni kruZe u magnetnom polju), po-
smatrana funkcija raspodele postaje, pod uslovom da su polja stacionarna:

29252[1 o e (EZBIZ] -1
fo (V)= A exp —fmv KT+ (") it dv |,
0 3m8v,2(v)[1+—-——~
ve: (v)
(9.4b)
)] _[g.gﬁ'ﬂjk_wp;@’?ﬁ]%
' m v2 )+ owg v.(v) B v2(v) B? ov

gde je T temperatura tedkih Cestica (redetke ili neutrala), 8=2 %je parametar pre-

nosa energije pri elastitnom sudaru elektrona i teke estice (M je masa tefke Cestice),
A je normalizacioni faktor, a v, (v) je efektivna koliziona frekvencija za elektrone
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koji se kre¢u termalnom brzinom intenziteta v; ova veli¢ina je odredena diferen-
cijalnim presekom o (v, ¥) za njihovo elastiéno rasejanje na teskim Cesticama
formulom (N je koncentracija teSkih Cestica):

v, ()=Nv o, ()=2nNv [ o,(v, x) (1—cosy)siny d. 9.5)
(1]

Velitina oy, (v), definisana ovom relacijom, naziva se transportni presek. Napomenimo
da se u literaturi mogu ponekad sresti poku$aji da se veli¢inama 8 i v, (v) da druga-
diji smisao, sa namerom da funkcija raspodele elektrona formalno zadrZi oblik
(9.4) i u prisustvu neelastiénih sudarnih procesa. Ipak, ova funkcija raspodele je
dobijena terojski za situaciju u kojoj postoje samo elasticni sudari.

Poznavanje funkcije raspodele f (r, v, f) omogucava da se dobije praktitno
sva fiziCki interesantna informacija o nekom sistemu kG_]I je srazmerno blizu stanja
termodinamicke ravnoteZe i u kome se odigravaju procesi koji se malo razlikuju od
kvazistacionih. Na osnovu definicije funkcije raspodele izlazi da se koncentracija
(broj Eestica po jedinici zapremine), srednja (»hidrodinamic¢ka«) brzina i temperatura
destica izraZavaju slede¢im integralima po brzinama:

nn =[ 1@, dv, (9.6)
2 )~ f VIE ©.7)
n(r,t)
KT (s 1) = f B—u @ RS 7, P, ©.8)
3n (r, 1)

Naglasimo da gornjom relacijom definisana temperatura ima samo smisao podesnog
energetskog parametra. Ona je formalno dovedena u vezu sa srednjom kineti¢kom
energijom molekula u sistemu reference u kome oni lokalno makroskopski miruju,

i to relacijom ;-=%kT koja, strogo govoreéi, vaZi samo u stanju lokalne ili jo¥

potpunije termodinamicke ravnoteZe. Govoriti o temperaturi jednog sistema koji
nije u termodinamickoj ravnoteZi je krajnje uslovno, i moguce je samo u gornjem
smislu.

U fizi¢koj kinetici se pokazuje da se i ostale vaZne karakteristike sistema
mogu dobiti ukoliko se poznaje funkcija raspodele. Tako, srazmerno se lako nalazi
entropija:

SO=-k[[@ V. 0msE, v, BTy, .9

zatim hidrodinamicki tenzor napona:

Puc(rs ) =m [ (=) =) £, v, )P, (9-10)
a takode i vektor gustine fluksa toplotnog provodenja:

a,n=3m [ 6= omnrf G5 0@ ©.11)
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Ova poslednja veli¢ina je u vezi sa tzv. tenzorom toplotrog provodenja

Quu (ry ty=m f Ci— ) =) V=) £ (r, v, ) Py, (9.12)
koji nema neposredan fiziCki smisao, ali &ija kontrakcija daje vektor (9.11), g,=
- -;- Q- Spomenimo takode da je ponekad celishodno iz hidrodinamickog tenzora

napona (9.10) izdvojiti izotropni deo, u skladu sa opstom formulom:
1 1
7-(379)8+|7-(3+9)g].

u kojoj je 7 ma koji simetrian tenzor, tr7 je njegov trag, a § je jedinitni
tenzor. Trag tenzora napona (9.10) je (podrazumeva se sumiranje po indeksu
koji se ponavlja);

Py=m f(v,-—u,)(v,—ul)fd'-‘?==mf(?—z;jzfd’ v =3nkT;
poslednja jednakost rezultira iz (9.8). Prema tome:

Pu=nkT 8+ [m [ 01— ) (o —u) fdY — kT3, | =
-—nkTS,-k+mf[(v,—u,) (v,‘—uk)——;—-(-:—;)’&k]fﬁ?—

= nkT 8y — 7. (9.13)

Ovako uveden devijator myx (devijator je simetri€an tenzor &iji je trag jednak nuli)
zove se tenzor viskoznosti:

o 7 1) = ~mf[(vf—u.)(vk—uo—éé'—ﬁizsm]fdiif ©.14)

Navedene relacije pokazuju da se zaista moZ¢ dobiti vrlo potpuna informacija

s
o posmatranom sistemu ako je poznata njegova funkcija raspodele f (r, Et). Intere-
santno je, stoga, na osnovu fiziCkih razmatranja i rezonovanja formulisati jednu
jednalinu za njeno odredivanje. Ta jednalina se zove kineticka jednacina i pred-
stavlja najvaZniju relaciju fizike kinetike. Kinetitka jednatina se moZe dobiti
na dva razliCita natina, koje ovde moZemo samo spcmenuti. Prvi nadin se sastoji
u tome da se kao polazna tafka uzme Liuvilova jednatina (3.6), i da se ona zatim
integrira po potrebnim koordinatama faznog prostora sistema. Iako teorijski dobro
fundiran i s formalne strane detaljno razraden, zahvaljujuéi naporima niza autora
medu kojima se izdvajaju imena Bogoljubova i Klimontovita, ovaj nafin je veoma
sloZen., Drugi nalin se sastoji u kori§¢enju hidrodinami&kih analogija izmedu fluida
i faznih tataka pojedinatnih Cestica u p-prostoru, tako da se kineticka jednacina
dobija u obliku jedne jednacine kontinuiteta, modifikovane s obzirom na &injenicu
da zbog sudara svaka tatka p-prostora moZe biti izvor (ili ponor) faznih tadaka.
Dobija se:

M dx m ﬂl«’}



250

gde se podrazumeva sumiranje po indeksu koji se ponavlja. Ovde je F; rezultanta
svih spoljnih sila koje deluju na jedan molekul unutar date jedini¢ne zapremine
p-prostora, uklju€ujuci i Lorencovu silu (ako su Cestice naelektrisane). U najvecem
broju sluajeva od interesa, ove sile ili uopste ne zavise od brzina, ili bar j-ta
komponenta sile ne zavisi od j-te komponente brzine (takav slutaj je, na primer,
kod Lorencove sile u magnetnom polju). Uzimajuci u obzir i da su x; i v, nezavisne
koordinate p-prostora, kinetiku jednacinu moZemo pisati i kao:

of 8 2 (8 A ;
2 g 0 av,(m f) L (9.152)

Velitina I koja figuriSe na desnoj strani je tzv. kolizioni integral. On predstavlja
efektivan broj Cestica Cije su fazne tatke dospele u uwofenu jedinitnu zapreminu

oko tatke (r"j 1:5 u p-prostoru usled sudara. Zapazimo da je kod obitne jednaline
kontinuiteta u hidrodinamici, desna strana jednaka nuli. Po svom smislu, kolizioni
integral mora biti dat kao razlika dva Clana, od kojih jedan (tzv. »apsorpcioni«
¢lan) daje broj Cestica Cije fazne tatke ulaze (»apsorbuju se«) u uodenu jedinicu
zapremine p-prostora u jedinici vremena usled sudara, dok drugi (tzv. »emisionid
¢&lan) daje broj Cestica Cije fazne tacke iz istog razloga i u istom vremenskom intervalu
napuStaju uodenu zapreminu p-prostora (bivaju »emitovane« iz nje). Dakle, uvek
je moguce pisati I=A—B.

Konkretan oblik kolizionog integrala se dobija automatski, ako se kineticka
jednatina formira polaze¢i od Liuvilove jednacine. Kad se radi na drugi od spome-
nutih nadina, koriS¢enjem hidrodinamickih analogija, kolizioni integial se mora
traZiti na osnovu dopunskih razmatranja. U ovo sloZeno pitanje se ne moZemo
ovde detaljnije upustati; zainteresovani ¢italac to moZe naé¢i u udZbenicima. Jasno
je da ¢e kolizioni integral zavisiti od detalja onih sudarnih procesa koji su od vaZnosti
u datoj sredini i, po pravilu, bi¢e dat u obliku sloZenih integrala po veli¢inama koje
karakteridu ove sudare (parametar sudara, ugao rasejanja, promena brzine i energije
Cestice u sudaru itd.). Ipak, postoje izvesne opste osobine koje mora imati svaki
kolizioni integral, bez obzira na svoju konkretnu matemati¢ku formu i na tipove
sudarnih procesa od interesa. Imaju¢i u vidu ¢injenicu da se u sistemima sa samo
jednom vrstom destica, na koje se za sada ograni¢avamo, mogu odigravati iskljuivo
elasti¢ni sudari (neelasti¢ni sudari bi doveli do pojave novih vrsta &estica), lako
vidimo da mora biti:

frd—";'m 0, fm?fdl?-w, f%mﬁm?;o, (9.16)

jer leve strane napisanih jednatina znace respektivno promene broja Cestica, njihovog
impulsa i njihove kinetitke energije po jedinici zapremine obi¢nog prostora u jedinici
vremena; te promene moraju biti jednake nuli na osnovu korespondentnih zakona
konzervacije. Pored toga, kolizioni integral mora imati i izvesne opSte osobine
koje su posledica spontanog odigravanja relaksacionih procesa u sistemu. Naime,
ako u sistemu nema nikakvih nehomogenosti i na njegove Cestice ne deluju nikakve

sile, dakle ako se njegova kinetitka jednatina svodi na gj:= I, onda nakon dovo-
t
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lino dugog vremena funkcija raspodele mora postati (9.3), bez obzira na njen oblik

u poéetnom trenutku vremena, f (;: ;: 0). MoZemo pisati:
Tr > tim fG -1 0) Y 16, 0

I=0 > f=f5 ).
To je matematitka formulacija relaksacionog ponaSanja sistema.

Navedimo neke od CeSce koriSéenih konkretnih kolizionih integrala. Ako
je gustina posmagranog sistema srazmerno mala (razredeni gas) a intermolekularne
sile kratkog dometa dobija se, uz dopunske pretpostavke da je vreme u toku koga
se odigrava sudar beskonalno malo i da kretanja Cestica izmedu sudara nisu koreli-
rana (tzv. hipoteza molekularnog haosa), poznati Bolemanov kolizioni integral:

I= [[1f( v 050 O—F v 0F @V, DlwdedY.  (9.18)

Ovde suviv brzine-koje su dva uofena molukula imale neposredno

©.17)

— -_—
pre sudara, a v, i v," su korespondente vel:{ine neposredno posle sudara: ove
detiri veli¢ine su medusobno povezane zakonima konzervacje impulsa i kinetiCke

i _ 2 = =% =% ==,
energije, §to je svojstveno za elastitne sudare. Veli&'na w=|v—v"|=|v,—»/ |
je intenzitet relativne brzine molekula koji se sudaraju: prema zakonima e

sitnog sudara on se takode ne menja, ve¢ se samo smer vektora w obrée za
ugao rasejanja y. Osobenosti sudarnog procesa su uglavnom sadrZane u faktoru
do=oc(w,y)d), gde je o (w,y) diferencijalni presek rasejanja, a dQ=sinydydy{
je element prostornog ugla unutar koga se, u odnosu na prvobitni smer, nalao

vektor w’ posle sudara. Zapazimo da su u gornjoj formuli argumenti r i ¢ u
svim funkc'jama raspodele isti, §to odgovara oéevidnom uslovu da do sudara
dolazi jedino ako se dva molekula nadu u istom trenutku vremena na istom
mestu.

Bolemanov kolizioni integral se kod jonizovanih sistema (delimi¢no ili potpuno
jonizovani gas) moze Koristiti za opisivanje sudara izmedu naelektiisanih i elektrone-
utralnih Cestica, ali se ne moZe primeniti kod opisivanja sudara medu naelektrisanim
Cesticama. Razlog za ovu nemoguénost leZi u Cinjenici da je kod Kulonove interakcije
diferencijalni presek takav da integral po uglovima u (9.18) divergira. Za izuavanje
ovih sudara se obitno koristi srazmerno jednostavan Landauov kolizioni integral :

e ¢ ] bf(r v, r) Qf(rv AN a7
=2 e— v 3" > .
I "L(mom) = f U;,[f(r, g LRY fTon2 . ]d 9.19)

U napisanom izrazu se podrazumeva sumiranje po indeksima i i j koji se ponavljaju,
L je jedna konstanta (tzv. kulonovski logaritam) koja za vecéinu slutajeva od interesa
ima numeritku vrednost ~15, e i m su naelektrisanje i masa jedne Cestice, a Uj; je

— oy e

tenzor drugog reda koji zavisi od komponenata relativne brzine w=v—v":

Uﬂ_w 3”";; Y (9.20)
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Istaknimo da zbog toga §to ima jednostavan oblik, ovaj kolizioni integral ne uzima
u obzir izvesne efekte koji kod jonizovanih sistema mogu biti veoma znalajni.
NajvaZniji od takvih efekata je polarizacija sredine prilikom kretanja jedne naelek-
trisane Cestice kroz nju. U literaturi postoje sloZeniji kolizioni integrali, koji uzimaju
u obzir i ovakve efekte, na primer, tzv. Silin-Lenard-Balesku kolizioni integral
(Cnmn, Lennard, Balescu), ali se ovde na njima neéemo zadrZavati,

Spomenimo, potpunosti radi, i Foker-Plankov kolizioni integral (Fokker,
Planck), primenljiv kod sistema u kojima se brzine estica malo menjaju u sudarima.
Ako sa <A v> oznaimo promenu i-te komponente brzine Cestice pri sudaru,
usrednjenu po svim parametrima sudara, onda se Foker-Plankov kolizioni integral
moZe napisati kao:

I= ,._‘?_[<Avf> st (<Av,Av;>f) |. 9.21)

Interesantno je napomenuti da u literaturi postoje radovi u kojima se Landauov
kolizioni integral (9 19) izvodi i iz Bolemanovog (9.18) (tako je, u sustini, postupio
i sam Landau).i iz Foker-Plankovog (9.21), mada su domeni primenljivosti ovih
integrala donekle razliciti.

Kao Sto se iz napisanih izraza vidi, kolizioni integrali su po pravilu vrlo sloZeni
izrazi i raCunanje sa njima je obitno skoptano sa velikim matemati¢kim tefko¢ama.
Zbog toga se egzaktni kolizioni integral Cesto zamenjuje modelnim kolizionim inte-
gralom, dakle nekim izrazom srazmerno jednostavne matematiCke strukture, ali
koji ipak na prihvatljiv na¢in opisuje kolizione procese u konkretnom sistemu i, po
mogucstvu, zadovoljava sve opSte uslove (9.16) i (9.17). Srazmerno Siroko se koriste
dva takva integrala, Jedan je Feraroov (Ferraro), i ima oblik:

I -2 (f-f, (9.22)

gde je 1 jedna konstanta sa dimenzijama vremena, a 5 je funkcija raspodele (9.2).
Obitno se « interpretira kao relaksaciono vreme. Zapazicemo da ovaj kolizioni
integral ne zadovoljava sve uslove (9.16) i (9.17). Pa ipak, on se veoma Siroko koristi,
uglavnom zahvaljujuéi izuzetnoj matematitkoj jednostavnosti, iako, strogo govore€i,
moZe posluZiti samo za nalaZenje orijentacionih rezultata i odnosa, koji se zatim
moraju preciznije izratunati na drugi natin. Drugi modelni integral je Batnagar-
~Gros-Krukov kolizioni integral (Bhatnagar, Gross, Krook):

e (et

¥z _m ek
T R

gde su n, wiT integrali funkcije raspodele f, dati jednadinama (9.6) — (9.8), a c je
konstanta koja takode ima dimenzije vremena. Ovaj integral zadovoljava sve uslove
(9.16) — (9.17) i stoga ima odredena preimuéstva nad Feraroovim.

Sve do sada reeno se moze lako generalisati za slucaj kad se sistem sastoji
od nekoliko vrsta Cestica. Za svaku vrstu Cestica je tada potrebno uvesti po jednu

funkciju raspodele, f, (-;, -._r: t), gde indeks o oznalava o kojoj se vrsti estica radi.
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Za svaku od ovih funkcija treba napisati po jednu kinetitku jednacinu, analognu
(9.15), odnosno (9.15 a):

dfu AL — [
A 2 it Mj( fa) 9.24)

Poznavanje funkcija raspodele i ovde pru%a istu informaciju o sistemu kao i u slu€aju

jedne vrste Cestica. Koncentracije ng (r, t), srednje brzine ;n (r_,‘ 1) i temperature

T, (;: t) svake vrste Cestica ponaosob, dobijaju se na osnovu neposredne generali-
zacije jednatina (9.6) — (9.8). Isto vaZi i za entropije, tenzore napona i vektore
toplotnog provodenja, kao 3to se vidi iz jednafina (9.9) — (5.14).

Kolizioni integrali I, zavise ovde od svih funkcija raspodele, a ne samo od
korespondentnih funkcija f;. To je shvatljiva posledica okolnosti da se estice uoCene
vrste o sudaraju ne samo medusobno, vec i sa Cesticama svih ostalih prisutnih vrsta.
U sistemima male ukupne koncentracije obitno se mogu razmatrati samo dvojni
sudari (tzv. »aproksimacija binarnih sudara«), jer je vrlo malo verovatno da ce se
dva molekula u momentu medusobnog sudara naéi istovremeno i u polju interakcije
nekog tre¢eg molekula (3to bi bio trojni sudar). Prema tome, moZe se staviti:

I,= 2;135 ; 9.25)

gde I, predstavlja kolizioni integral samo za sudare Zestica vrste o sa Cesti-
cama vrste . O&evidno, u opstem sluCaju je I,g+1Ig,. Sumiranje u (9.25) se
vr§i po svim vrstama Cesticama, ukljudujuéi i €lan I,,.

Jednatine (9.16) i (9.17), koje izraZaveju opSte osobine kolizionih inte-
grala, ovde trpe izvesne modifikacije. PoSto kolizioni integrali I, zavise od svih
funkcija raspodele, (nezavisno od toga da li se moZe napisati I, =2 I,g ili ne),

0fa

umesto (9.17) dobijamo sistem jednacina -—-=Iu, koji mora imati kao reSe-

nja funkcije f, sa osobinom da teZe termodmamiékj ravnoteZnim Maksvelovim
funkcijama sa istom temperaturom kad t-> co. Isto tako sistem jednacina I,=0
mora imati refenja koja predstavljaju Maksvelove termodinamicki ravnoteZne
funkcije sa istom temperaturom. Naime, stanje termodinamitke ravnoteZe u
ovakvom sistemu se ostvaruje tek kad se temperature svih vrsta Cestica izjed-
nace.

Sto se tie uslova tipa (9.16), oni ovde uopite ne moraju da vaZe, posto se u
ovakvom sistemu mogu odigravati i neelasti¢ni sudari. Zakoni odrZanja ukupne
mase i ukupnog impulsa zahtevaju samo da bude:

2 f M Lo dv=0, 2. f Mo v Iy d¥v =0 (9.25)

i to nezavisno od toga da li se u sistemu odigravaju samo elasti¢ni ili i neelasti¢ni
sudari. Ukoliko se u sistemu odigravaju samo elastiéni sudari, moZemo dodati i
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analogni uslov za kinetiCku energiju, koja onda takode ostaje odrZana. Prema tome,
za elasticne sudare:

f Ldv=0, S f Moy V=0, 3 f —;—m¢v21¢d3?=0, (9.27)
o [+ 3

imajuéi u vidu da se brojevi pojedinih vrsta &estica u ovakvim sudarima ne menjaju.

Ranije navedeni egzaktni kolizioni integrali (9.18), (9.19) i (9.21) se lako mogu
generalisati za slufaj sistema sa nekoliko vrsta Zestica. U aproksimaciji binarnih
sudara, kad vaZi jednaCina (9.25), ima¢emo:

Lo= [ [ @660~/ 13 G wd s &5, (9.28)
¥ =27¢La.-'ﬁ ( e, ég )2 __(z_f U, [fs (_1:') 0fs (_‘:) _fuf;) ofe (;‘)]d-";:, (9.29)
my \4mey/ Ov; my Oy mg 0V
0 1 0
fai=—=r [<Av:ﬁ>""" e (<Av:&v;>“""fa)]- (.30)
i 7

Batnagar-Gros-Krukov modelni kolizioni integral postaje:
ng my  \P T Gripy
= - -_— ———— 2KT,
Lg= =7 [f., o - H“) g | (9.31)

gde su o,3 opet konstante sa dimenzijama vremena, za koje se se uzima da

zadovoljavaju uslove Lﬂia’f—"‘-, a Tog su tzv. ,,melovite temperature* za koje se
J Gmﬁ O’pu
obitno stavlja;

MaTptmgTa (9.32)
My + Mg

Interesantno je da se navede joS i jedna &esto korid¢ena modifikacija Bolcma-
novog kolizionog integrala (9.28), koja se odnosi na slu¢aj kad je m,<<mg. Ovakva

nejednakost je ispunjena, na primer, za elektrone u metalu ili u jonizovanom
gasu, 2 takode i za neutrone u reaktorskom materijalu. Sa tatno¥¢éu do ¢lanova

reda veliCine ~ﬁ<l, moZe se tada uzeti da tefke Cestice u toku sudara
mpg

praktitno ne menjaju brzinu (\T:'ns_v.') i da intenzitet brzine lake Cestice ostaje

nepromenjen (|;: Imﬁ}), kao i da je wm[;‘}. Pod tim uslovima, umesto (9.28)
dobija se:

Ls=N [ oG —fu Gldoug + I'eg, 933
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gde je N koncentracija tefkih Cestica, koja se pojavila zbog integracije po v’,

na osnovu (9.6), a sa I',g je oznaCena mala korekcija reda velitine 7% » potreb-
m

na samo ‘u onim sluajevima kad osnovni ¢lan daje rezultat jednak ::?uli. Zapa-
zimo da je ovaj osnovni ¢lan linearan po funkciji raspodele lakih &estica f,
§to znatno olak$ava izrafunavanja. Spomenimo takode, da je Margenau-Davidov-
ljeva funkc'ja raspodele (9.4) dobijena upravo sa gornjim kolizionim integralom
za elektrone.

Naglasimo, na kraju, da se integracijom kinetickih jednadina po brzinama
dobijaju transportne jednacine za pojedine hidrodinamicke veli¢ine (9.6) — (9.14).
Poznavanje kolizionog integrala onda omoguéava izraunavanje transportnih koe-
ficijenata, kao §to su koeficijenti viskoznosti, toplotne i elektritne provodnosti
itd. U udZbenicima se detaljno pokazuje kako se, mnoZenjem kineti¢kih jednaCina

(9.24) redom sa m,, m,v i %ma v2 i integracijom po brzinama, dobijaju hidrodi-
namicke jednaline za transport mase, impulsa i energije. Ovde ¢emo navesti, radi

docnijeg kori¥tenja, osnovne rezultate. Pri tom ¢éemo odmah razmotriti najopstiji
sludaj, kad se sistem sastoji od nekoliko vrsta Cestica, od kojih su bar neke naelektri-

sane, tako ¢emo silu 17;, po Cestici prikazati u obliku:
R=R* +e¢(E+ITX 3),

— - =
gde je F.*=F.*(r, 1) rezultanta svih ostalih (neelektromagnetnih) sila, za koju
uzimamo da zavisi samo od prostornih koordinata i vremena. Izdvajanje magnetne
Lorencove sile je neophodno, po¥to ona zavisi od brzine kretanja Cestice, usled ¢ega
je postupak pri ratunanju s njom nesto druk¢iji. U spomenute transportne jednatine
spadaju jednadina kontinuiteta (transporta mase):

of, 0 [‘ >
=& (Paliy)= | maI d?v, = Mg 9.34a
2 0% (P ) ‘ v, (Pa ng) ( )

jednatina kretanja (transporta impulsa), koja se koristi u dva alternativna oblika:

= (puu«,)%) otrta) =ne Fitmeea Bt i xB=
——%E-'+fmﬂv,lad3;:
dxj
ili;
" ("““‘ +u "”")=n,r + e [Eyt (o % BY)—
“Vor Y ox, ki ‘ (9.34¢)

op® ~
_ﬂ—+f o 01— the) Tu B,
dxj :
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i, najzad, jednacina energije (ili jednacina transporta energije), koja se takode koristi
u vise alternativnih oblika, od kojih navodimo:

o (1 g 3 of/1 3 3
—|— Path’+— NakTy | +—||— Pali® +—NMakT, *+—gsl=
61(2 P 7 u.) [( Pa Ua zna. )uajprj 29}]

6xj 2
e F* -ty A1 e E - u, f——mcvzf dv, (9.34d)
i
] 2 ou, e
**(ﬂakTa)+‘-};(n¢kTuu¢;+Q; iy ~fm,.(v— Wy Ldv: (9.34¢)
J

prva od ovih jednafina opisuje prenos rorabze energije, a druga se odnosi samo na
unutrafnju. Naglasimo da kad se radi o sistemima sa samo jednom vrstom &estica,
svi ¢lanovi u prethodnim jednadinama koji sadrZe kolizione integrale postaju jednaki
nuli, na osnovu ve¢ iznetih osobina (9.16).

9.1. Izracunati entropiju sistema koji se sastoji samo od jedne vrste lestica,
njegov hidrodinamicki tenzor napona, tenzor toplotnog provodenja i vektor gustine
fhiksa toplotnog provodenja, pod pretpostavkom da se taj sistem nalazi: a) u stanju

lokalne termodinamicke ravnoteZe sa fumkcijomr aspodele fM(_r: _v: t); i b) u stanju
bliskom lokalno termodinamicki ravnoteznom, sa funkcijom raspodele:

— 0 0?
e r)~[t+A,3_+Bi;m + Cong a&]fm( Tv1),

gde su A;, By, Cy, poznati koeficijenti, a i 8/ i i v,-?—;—‘g:. Kakva ograni-
Vr m
denja u pogledu ovih koeficijenata proizlaze iz jednaéina (9.6)—(9.8)?

Redenje

" a) U sludaju kad je stanje lokalno termodinamicki ravnoteZno, dakle kad je
funkcija raspodele data jednatinom (9.1), za gustinu entropije (entropiju po jedinicl
zapremine) na osnovu (9.9) dobijamo:

S@t)= “kffulnfud’7=

"_kf:m["(z-umkr)m] 2kT ¢~ ]f“‘d;;'

™ m 32 m — = -
= ~knln -n( ) ]+§f(‘?'—u)szﬁnv'=

2nkT
knln I'rl m 3j2 i 3 k
. — — —kn.
| (anT) 2

Ukupna entropija bi se odavde mogla dobiti integracijom po prostornim koordi-
natima, ali tek ako su poznate funkcije n(_;, )i T(;: 1).
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Rade¢i prema formuli (9.10), za komponente hidrodinamickog tenzora napona
dobijamo:

Puc=m f =) Vi~ 1) fog d*¥ =

+es
32 l2

gde su, radi pogodnosti izraCunavanja, uvedene vel'&'ne &, definisane u formula-
cji zadatka, a E2=E2+E.2+E2 Pri izralunavanju napisanog integrala, treba
razlikovati slu€ajeve i=j i i=j. Ako su oba indeksa jednaka, na primer i=j=1,

imaCemo:
m 3/2 T _lg
p"ﬂmlr’rsﬂ (m) fff E:ze 2 dEl dEszia:
4+ + oo + oo
mn _1E% wlad L1 E3
“sayaere [ wee an [Tt an- [T g
=mnv 2 =nkT,
jer je;
to to .
f T gy V77, f xe 1% dx =)/T7. (9.352)

Od&evidno je da se isti rezultati dobijaju i za i=j=2 ili i=j=3, tj. da su sva tri dijago-
nalna elementa hidrodinamitkog tenzora napona medusobno jednaki, Za nalaZenje
nedijagonalnih elemenata uzmimo, na primer i=1, j=2. Ima¢emo:

Pra=mven (—-;g—?)mf]“ EE, e—%l’ dt,dE, dE, =

” 4o i +os i s~
=J=v,2fg, T gE, [Eze"iw dﬁzfe"'i'"z dE, -
bp V21': 2

=0’

jer je:
1
fxe 2 dx=0. (9.35b)

17 Fizka
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1 '6vde je olevidno da Ce i svi ostali nedijagonalni ¢lanovi imati ovu istu vrednost,
tako da hidrodinamicki tenzor napona postaje:

i, uporedivanjem sa relacijom (9.13) zakljuujemo da su u stanju lokalne termodi-
namicke ravnoteZe komponente tenzora viskoznosti jednake nuli.

Komponente tenzora toplotnog provodenja su, prema relaciji (9.12), dati
izrazom:

Qu=m f vi—1) (05— 1) (vie— ) d*v =

=m"fﬁfj;ﬂ &E;Ekn(%)m e—%:‘di,dazdgjg

- i j“fs,ajake‘%ﬁ’dal dE, d;.

Razmatrajuc¢i odvojeno slu€ajeve kad su sva tri indeksa razli¢ita, dva jednaka a tredi
razli¢it od njih, i sva tri jednaka, lako vidimo da je, zbog (9.35b) i

+ o
1
f e 7™ dx=0, (9.35¢)

u svim slu€ajevima vrednost integrala jednaka nuli. Dakle, u stanju lokalne termo-
dinamiéke ravnoteZe su sve komponente tenzora toplotnog provodenja jednake nuli.
Ovo se, onda, odnosi i na komponente vektora g; gustine fluksa toplotnog pro-
vodenja:

b) Zapazimo najpre da se funkcija raspodele lokalno termodinamicki ravno-
teZnog stanja moZe izraziti kao:

Iu

mn _._l.gz
e el
2w )/ 2w v

i da su joj parcijalni izvodi do tre¢eg reda zakljutno, dati jednatinama:

0
_t)fé:‘= _‘Eif;\»h
Pfy 3
‘——“—aaaﬁj =8 =8 s (9.36)

O for

FIATE AN A A A A
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Na. osngvu ovoga moZemo zadanu funkciju raspodele, blisku lokalno termodina-
micki ravhoteZnoj, napisati kao:

=0 —A4,5+B;EE—3)+Cy Cylr+3u by)+3, 86— L5 D ys  (9:37)

pri ¢emu se podrazumeva sumiranje po indeksu koji se ponavlja. Utvrdimo odmah
ogranifenja u pogledu koeficijenata 4,, B;; i Cy; koje spominje zadatak. Rela-
cije (9.6) — (9.8) se, pomocu velitina kojima operiSemo u ovom zadatku, mogu
izraziti u obliku:

f ez, f EfPE—0, f E2f P E'=-§% . (9.38)
T T

Ako u prvu od ovih relacija unesemo funkciju raspodele (9.37) dobijamo identitet,
§to-je lako proveriti. Prema tome, ova relacija ne nameée nikakva ogranicenja uv
pogledu spomenutih koeficijenata. Uzmimo sad drugu od ovih relacija:

fEsfd’f——A:fE: B fa P E -

= "Alsisf Eszfudsg= _AS"'"_!;
Vr

podto rezultat mora biti jednak nuli, zaklju€ujemo da su koeficijenti 4¢=0. Tre€a
jednaina analognim postupkom daje:

3

__tz = _S.f + BU SU .2_2 .

v v Ve

pa da bi bila zadovoljena tre¢a relacija (9.38) treba da bude:
Bij 8;} o Bﬁ'= 0,

tj. tenzor By, mora imati trag jednak nuli. Zapazimo da se, prema obliku funkcije
raspodele (9.37) moZe pretpostaviti da je spomenuti tenzor simetri¢an. Prema tome,
By je devijator, a razmatrana funkcija raspodele se moZe napisati u jednostavnijem
obliku:

S=1+By (€ &—8))+Cp By B+ 8 &+ 8§, L E BN =1+ D) fos  (9:39)

koeficijenti C,, nisu ogranideni nikakvim uslovima, a @ je mala korekcija
(| @ |<«€1), posto posmatrana funkcija raspodele malo odstupa od f,-
Za entropiju jedinice zapremine ovde dobijamo:

SG. )= -kfflnfarl;;
- wkf(l+¢)fM[]n(l+¢)+lnfM]d’:m
~ k[ A+ D@+ g din

m_kfa)fudslkf(zm)f“ In fy P

1
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Pri pisanju ovih jednakosti su kori¥¢ene aproksimacije In (1+®)~® i
(14+9) P~D, koje vaZe za |®|<L1. Zapazimo da je:

f Of, dPr=0,
§to je lako neposredno proveriti. Na osnovu toga nalazimo dalje:

S, 1= —kffMlnfMdl’rmkf@fMlnfMd’:-

~S* (. t)-kf@fm[ln[n( ” )m]— i ('J—;SZ].d:;’_

22k7) | 2kT
s* G 0—kn[n[—"N") [0f,a07+
- ryi)— n i
[ (anT) ]f M

+—;nkf¢fuﬁzd3:

Ovde S* Fr, t) znaéi entropiju lokalno termodinamicki ravnoteZnog stanja (po jedi-
nici zapremine, naravno). Drugi sabirak je ponovo jednak nuli, te dobijamo:

+ oo
B . 1 2 __l_};z
S(r‘r)=S*(r,r)+kn4wmfff¢E 7 ¥ dt, dE, dE,.

Lako se moZe proveriti da ée zbog uslova By=0, korekcioni ¢lan biti jednak nuli,
§to znali da je razlika u entropiji izmedu lokalnog termodinamitki ravnoteZnog
stanja i nekog njemu bliskog stanja infinitezimala vi¥eg reda u odnosu na Q).Citaoc#
se ostavlja za samostalnu veZbu da ponovi prethodno izracunavanje, ali zadrZavajué:
i &lanove reda veli€ine @2,

Za hidrodinamitki tenzor napona i za tenzor toplotnog provodenja se dobijaju
slededi izrazi:

p,1=nkT80.+ nkT By,
Qi =nkT vy Cy,,

Sto Citalac takode moZe lako samostalno proveriti. Koeficijenti By i C su,
dakle, u vezi sa tenzorom viskoznosti i tenzorom toplotne provodnosti.

9.2. Polazedi od opsteg oblika kineticke jednacine (9.15), ustanoviti vezu izmedu
promene entropije sistema sa vremenom i kolizionog integrala. Razlikovati slucajeve
sistema sa samo jednom vrstom i sa nekoliko vrsta Cestica.
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Refenje

Razmotrimo najpre sludaj kad sistem ima samo jednu vrstu &estica, i podimo

od kineticke jednatine u obliku (9.15 a). PomnoZimo ovu jednadinu sa kInfd? rdv
pa prointegrirajmo po svim brzinama i svim prostornim koordinatama. Tako
dobijamo:

—k f f w2l orn -k f f nf-2_ () PP -
ot 0x;

—kfflnf%(%f)d’?&;;—kfflnffd’?d’:
i

Integral u prvom €lanu leve strane se moZe transformisati na sledeéi natin:

ff 1nf%d3?da;’=ff‘%(fmf_ﬁda?d3;’=

=~:—!fff!nfd!?d!?—%fffds?diL
1 ds

k dt’

Pri pisanju poslednjeg rezultata bila je uzeta u obzir definicija entropije (9.9) i &inje-
nica da ona zavisi samood vremena (parcijalni izvod po vremenu zamenjen totalnim),

kao i okolnost da je f f f &Brdiy=N ukupan broj &estica sistema, koji se sa vre-
menom ne menja. Analognim transformacijama ¢e druga dva &lana leve strane
posmatrane jednacine dati:

9 o ey 9 ” B
fflnfdxj(vjf)d’rd y ff axj(v,flnf v f)&rdy

— 0 —
=fd’vf5;;(vjflnf—vlf)d3r=0,

/ f lnfg% (g-f)d’7d’7= [[ a%), (Z2finf-Tig) 7wy

zfds?f_"(ff.flnf— ﬂf)d’?-wo.
aVJ m m !

Jednakost napisanih izraza nuli proizlazi iz toga $to funkcija raspodele mora, po
svom fizickom smisly, teZiti nuli kad god se neka od njenih prostornih ili brzinskih
koordinata uveéava beskona¢no. Prema tome, polazna jednalina se svodi na:

§= —kfflnfm?da;f (9.40)
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Za izvesna razmatranja podesnije je ovaj rezultat napisati u obliku:

= ._kff(]nf+l)1d3rd3v, (9-41)

koji je posledica prve od osobina (9.16) kolizionog integrala kod sistema sa samo
jednom vrstom &estica.

Nadeni rezultat je lako generalisati za slucaj kad sistem ima nekoliko vrsta
destica, definiSuéi totalnu entropiju kao:

S(t)= ~-szj; In f, &*r d*v:

sumiranje se vr§i po svim vrstama Cestica.
PomnoZimo kineti¢ke jednadine (9.24) sa korespondentnim —kIn f; &rd? ;:

prointegrirajmo po svim koordinatama i brzinama, pa zatim prosumirajmo po
svim vrstama Cestica;

i e d

- mf 2 B av_k Inf,
kéff 2% ot e gff n/s 0x;

—szf Inf, a‘) (fﬂfa)a"?d’?ﬁ-k szlnf,,r,dl?dﬁf
« V; ™ o

Drugi i treéi &lan leve strane opet daju nulu, iz istog razloga kao i kod sistema sa
samo jednom vrstom Cestica, dok prvi postaje:

3 [ v L83 [ [Poaie

§to je lako proveriti. Prema tome, jednadina:

_h—kZ[ff!nj;f d%d’v-{-ffaf“‘d’ d’v] (9.40 2)

je generalizacija jedna&ine (9.40) za sludaj sistema sa nekoliko vrsta estica. Pritom je:

[ eaiai- [ [[1amota- - (Fr) | 7os-
ﬂff Ldrdy,

na osnovu same kinetike jednatine i osobine funkcije raspodele da teZi nuli kad
god se neka od prostornih ili brzinskih koordinata beskonano uvecava. Tako
dobijamo definitivno i:

Oy fe) Erd®v—

—= -kaf(Inf,-!— N L&Prdy. (9.412)
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9.3. Pokazati da kod.sistema na koje se mogu primeniti kineticke jednaline
sa Bolemanovim kolizionim integralom (9.18), entropija ne moZe opadati sa vrernenom.

ResSenje

Najpodesnije je poci od rezultata (9.41) prethodnog zadatka, ograniavajuéi
se u prvi mah na sisteme sa samo jednom vrstom Cestica. Stavimo u tu jednainu
Bolcmanov kolizioni integral:

—=—kffff(lnf+ DS ) wdody Erdy,

argumente funkcija raspodele smo, radi jednostavnosti pisanja, izostavili. Gornji

- -
izraz se moZe napisati u simetri¢nijem obliku, ako se zapazi da on zamenom v i v
ne menja vrednost, §to dozvoljava da napiSemo 1i:

@ . —kffff(lnf F) AL~ wdod Y Erdv.
Sabiranjem dobijenih dveju relacija i deljenjem sa dva, izlazi:

_.—___ffff(2+lnf+lnf)(f,f; —ffywdedy &rdy.

—

S druge strane, ako parovi promenljivih v, v," i v, v u ovoj relaciji

izmene mesta, tada zbog Py By =d ¥, a";:' i nepromenljivosti intenziteta
relativne brzine u elasti®nim sudarima, dobijamo dalje:

__..,___fff Q+Inf,+nf) (ff ~fif,Ywdo &V &rd,

pa ako uzmemo poluzbir oba ova izraza, nalazimo:

j—f=£ffff(ﬂnf};: )(flﬁ'-ff)wduf?da?dlf

Napisani integral ée uvek biti veéi od nule, jer je integrand uvek poziti-
van.. Naime, ako je f, f,'>ff’, bite porzitivan i izraz u zagradi i logaritamski
faktor; ako je f, f;"<ff', oba ova faktora e biti negativna. Prema tome, Sigurno

je uvek %S‘>O. Jedino u sluaju f, f,'=ff" ¢e biti %Su=0. Medutim, ako je
t

L =ff, onda je i sam Bolcmanov kolizioni integral jednak nuli, a ovo,
prema (9.17), zna&i da se sistem nalazi u stanju termodinamitke ravnoteZe,

dakle u stanju u kome i treba da bude %S—~=0.-

]
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Dobijeni rezultat se lako generaliSe za sludaj sistema sa nekoliko vrsta &estica,
polaze¢i od (9.41 a) i od kolizionog integrala (9.28). Detalje ovog izratunavanja
ostavljamo €itaocu za samostalnu veZbu.

9.4. Naci gustinu struje elektrona u poluprovodniku ili slabo jonizovanom gasu
smeStenom u stacionarno elektriéno i magnetno polje éiji pravci medusobno zaklapaju
ugao 0, pod pretpostavkom da se sudari medu elektronima mogu zanemariti i da su
sudari izmedu elektrona i teSkih Eestica elasticni. Na osnovu dobijenog rezultata napi-
sati tenzor elektriéne provodnosti.

Refenje

Po uslovima zadatka, elektroni ¢e imati Margenau-Davidovljevu funkciju
raspodele (9.4 a, b). IzraCunajmo gustinu struje:

J==¢ f VfPY= —e f [fo(v)+" f;’“’)]ds

._efﬁji@da;' 43" fvsf,(v)dv

v
0

Poslednja jednakost se dobija ako se integrand napife eksplicitno u kempo-
nentama, pa se zatim prede u sferne koordinate u brzinskom prostoru (v,=
=vsindcos, v,=vsindsing, v,=vcosd) i prointegrira po uglovima. Prema
tome, na osnovu (9.4b) eksplicitno dobijamo:

47 e? 3 Ve (v) [E+ g ExB+ g (E-B)B]_t)_f_;dv

"3 m V2 (v) + g v,(v) B vz2(v) B2 ov
0

4:1: e? [f v %dv Pr
v2 (V) +wg ov

4_7”_“[,,: Y s |EXB,
3 m| v2(v) +wg? Oy B
ar L . —b- - —
+4._"'ff_ f 2 s Vil %d}v (E-B) B , (9.42)
3 m| v, (v) [v.2 (v) + 0g?] ov B?
o 4

§to se moZe konciznije napisati kao:

< R O L .
JT=1”;E'_-1—Q » +R s
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pri femu se.znatenje veliCina P, Q i R vidi uporedivanjem sa prethodnom relacijom.

Odaberemo li koordinatni sistem u kome magnetno polje ima smer z-ose (§‘=BE:),
dobijamo slede¢e skalarne projekcije gornje jednatine: ’

Jx=PE.+QE,, j,~—QE,+PE,, j,=(P+R)E,,

na osnovu kojih moZemo napisati traZeni tenzor provodﬁosti:

. (P o 0
c=|-Q P 0
0 0 P+R

Zapazimo da u odsustva magnetnog polja, rezultat (9.42) se svodi na:

-1

— 3 = =
Fuire f"_a_f'!dv E-P+RE,
3 m v, (v) ov

1]

tako da (zz)-komponenta prethodnog tenzora pokazuje da magnetno polje ne utice
na elekiroprovodnost u smeru svojih linija sile, §to je fizicki sasvim shvatljivo.

9.5. Sistem se sastoji od osnovnog gasa i lake primese, sa koncentracijama N i n
respektivno, § masama jedne Cestice M i m respektivno (pritom je n <€ N, m <€ M).
Ovaj gas ispunjava prostor izmedu dve ravne beskonacne ploce na fiksiranom rastojanju.
Plole se spolja edrfavaju na konstantnim ali medusobno razlicitim temperaturama.
Kakva ée biti raspodela koncentracije primesne supstance nakon uspostaviljanja sta-
cionarnog stanja? Da li ée koncentracija ove supstance biti vifa tamo gde je temperatura
vi¥a ili obrnuto? Smatrati da se izmedu molekula osnovne i primesne supstance odi-
gravaju samo elasticni sudari.

Refenje

Normalu na plofe uzmimo za z-osu, i orijenti§imo je ka onoj ploti koja je

na vifoj temperaturi, tako da u prostoru izmedu plofa imamo VI =‘;—T:’:.
z

Funkcija raspodele primesne supstance u stacionarnom stanju ée zavisiti samo od z,
tako da zanemarujué¢i malobrojne sudare izmedu njenih molekula i uzimajuéi

(zbog m <€ M) kolizioni integral za sudare sa molekulima osnovne supstance u
obliku (9.33), dolazimo do kinetitke jedna&ine u obliku:

v,-gnm f FG)—~f GV do+T

gde je uzeta u obzir i mala popravka kolizionog integrala I'. U stacionarnom stanju
¢ée se funkcija raspodele primesne supstance malo razlikovati od Maksvelove (9.2),
koja ovde konkretno postaje:

m 2 m
=7 I 2KT (@)



266
tako da reenje napisane kineti¢ke jednatine mozemo tra%iti u obliku (9.4 a), koji
ovde glasi:

FOZfD+ f;jf‘” (2, V) =) +c0s 8 £ (z, V).

Unosedi ovaj izraz u kineti¢ku jednacinu, dobijamo:

ofr af“ . .
vcos § E-—+cos =Nv | [cos® fO(z, v)—cos & fV (z, v)]do+I'.

U prvoj aproksimaciji moZemo odbaciti &lan sa £ na levoj strani i zanemariti I’
na desnoj. MoZemo takode staviti vj=v (intenzitet brzine lake Cestice se ne menja
pri elastitnom sudaru). Tako nalazimo:

cos & an

=Nf®(z, v)f(cos $ —cosPde.

Ovde su & i & uglovi koje pravac brzine lake Cestice (primese) zaklapa sa
pravcem gradijenta temperature (z-osa!) pre i posle sudara. Na osnovu elementarnih
vektorskih relacija se lako nalazi:

cos 8 = cos & cos y +sin & sin y sin ¢,

gde je sa y oznaCen ugao izmedu _1:'; ;: (ugao rasejanja), a ¢ =0 —¢@ je raz-
lika azimutalnih uglova pravaca v i v,. Dakle:

n 2n

coq&‘}f =Nf(z, v)ff(cos&cosx-l—sm%smxsmy—oos%)x
z
xa(v,Y)sinydydd=

n 2n

= —Ncos § f0(z, v)ff(l—cosx)c(v,x_)sinxdxdq:—
00

= — Ncos &M (z, v) 6, (v).
pri &emu je, u poslednjoj jednakosti, uveden transportni presek (9.5). Prema tome:

1 2/,,©

(1) e T
ST ) No, (v) 0z

tako da funkcija raspodele primesnih &estica ima oblik:

cos® of, @

2 = F. ©) _
F) =17 Now () 0z
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Izratunajmo, pomocu ove funkcije, difuzioni fluks primesne supstance u pravcu
z-0se:

O [ s @ve2n [ [veossf,@0)vsinsar ds-
o0

—wafvcosz&—l——-ﬂf“‘ v2sin®dvds.
No,(v) 0z
0 0

Prvi od ovih integrala postaje jednak nuli (integracija po uglu), dok se drugi svodi na:

4= v 0f,© 2

- 3N 6,(v) 0z

=_*..l__if Y (rvif,©@dv)=
o G‘,,.(l’)

- (a))

gde crta oznatava usrednjavanje po f (\_-) u uobifajenom smislu. Pri pisanju

poslednje jednakosti imali smo u vidu da je f 47v2f, O dy=n(z).
o

Podesno je modifikovati nadeni rezultat, uvodenjem pritiska gasa, p=
=(N+n) kT~ NkT. Prema uslovima zadatka, pritisak se moze smatrati kon-
stantnim, pa ¢emo imati;

kT o v o[n [
L= =37 %2 ["(c,,(v))}" Y [3,, (u,, (v))]=

0 n v 011
R [W (?:@J]* ~T [r ”"]'

gde smo istovremeno, u poslednjem izrazu, uveli tzv. difuzionu konstantu,

1 v )
DEW}_ (NC".(V) '

Smatraju¢i da ona zavisi od koordinate z prakti¢no samo preko temperature, za
difuzioni fluks primesne supstance dobijamo definitivno:

SRk L
T oz dTr\T | oz

__p_,rd (2) oT _
T/ 9oz




__p[,.T d( )ar]

oz D dT oz
=—D
ovde je:
Kp=n E‘;_" In ‘-'% - n&i}— In [?L (m’j] : (9.44)

tzv. koeficijent termodifuzije. Dobijeni rezultat pokazuje da kad se uspostavi stacio-
narno stanje, tj. kad bude I';=0, imamo:

Dakle, u stacionarnom stanju se uspostavlja odredeni gradijent koncentracije pri-
mesne supstance, proporcionalan postoje¢em (i spolja odrZzavanom) gradijentu
temperature. Napisana relacija ne omoguéava, medutim, da se zaklju€i kako ée
biti usmeren gradijent koncentracije primesne supstance, posto koeficijent termo~
difuzije moZe biti i pozitivan i negativan, §to zavisi od detalja kolizionih procesa
u sistemu. Ako je k>0, koncentracija primesne supstance ¢e, u stacionarnom stanju,
biti vifa tamo gde je temperatura visa.

9.6. Kako glasi re.fen_;e kinetitke jednacine sa Feraroovim kolizionim integralom,
ako je |f—fo @ <fo/? i ako se promene stanja vrie adijabatski, tako da je
nT—32=const.? Smatrati da se sistem nalazi u polju sila nezavisnih od brzine kretanja
lestica. Primeniti dobijeno refenje na elektronski gas u spoljnom elektriénom polju
i naci njegovu elektroprovodnost.

Refenje

Koristeéi Feraroov kolizioni integral (9.22), moZemo kinetitku jednadinu
napisati u obliku:

LA EY Ly
t or m Jy

Pod zadanim uslovima prvi €lan leve strane se moZe zanemariti (stanje prakti€no
stacionarno, jer se funkcija raspodele malo razlikuje od Maksvelove), a u ostalima
staviti fayf 9, gde je:

myl

o m 32 -
S ©@=n(r) [——-—] e 2k7(n
2w kT (r)
(parametri raspodele n i T ne zavise od vremena). Dakle:
;" ‘)f M(m F af M
or m 0 v

T
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a odavde izlazi:

ptin- [ 208
o) ()

m |32 n my?
et Y il Y
Tu (an) n(rm) 247"

Potto je:

a nT-32 je, po uslovima zadatka, konstantno, imamo:

olnf,© _m? o dlnfo@ _ _m_;

or  2kT? f = kT’
tako da za funkciju raspodele nalazimo:

my?

s - VD+¢$(?- F)]. {9.45)

eri-

Ako se specijalno radi o elektronima u elektritnom polju, staviéemo

Fou—eF (kao i do sada, e= +1,6-10-'9C je apsolutna vrednost naelektrisanja
elektrona), tako da za funkciju raspodele f, elektronskog gasa dobijamo:

—rofy_.m e B ;
Je=Su [1 TZsz(v V1) kT(v E)] (9.452)

Izratunajmo pomoéu ove funkcije raspodele gustinu struje, radeéi na isti natin kao
u zadatku 9.4. Dakle:

em

_-,=__ o 3—::_ =y (0) = T
J efvj;d v efvfM d’v—!-z’d_z

f W@V L, 0 d v+
"2—; f G-V &,

Prvi od ovih integrala daje nulu, dok se druga dva najlak3e izrafunavaju prikaziva-
njem vektora u obliku komponenata i prelaskom na sferne koordinate u brzinskom
prostoru, sli¢no kao u zadatku 9.4. Lako se moZe proveriti da se dobija:

-:-_4__1te
4 2KT?

VvaﬁfM(n)dv+—Efv‘f w’dv]
0
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odnosno, nakon integracije po intenzitetu brzine:

el Sa R T ] (9.46)
2 m m

Koeficijentuzf je, po definiciji, elektroprovodnost. Dakle, sa Feraroovim kolizio-
nim integralpm, za ovu veliinu imamo:
e’nt
o= .
m

a prethodni izraz za gustinu struje postaje;

;_"=0'E+% oVT.

LS

Zapazimo da totalna gustina struje ima, ovde, i komponentu uslovljenu termo-
elektri®nim efektima (proporcionalnu V 7).

9.7. Generalisati rezultate prethodnog zadatka, ako se elektronski gas nalazi
u konstantnom i homogenom magnetnom polju.

ReSenje

Sada treba staviti F=—e (E+v x B). Medutim, ako ovaj izraz za silu uvrstimo
neposredno u ve¢ nadeno aproksimati/mno refenje kineti¢ke jednadine (9.45), konsta-
‘tovaéemo da, zbog osobina medovitog proizvoda tri vektora, magnetno polje ispada
iz ratuna. To znali da se sa leve strane polazne kinetiCke jednatine sada ne moZe
staviti favfy 9, ve¢ se ta aproksimacija mora poboljati. Stavicemo, dakle:

f=® 1+ D),

gde je @ korekcija prvog reda, |®|<1. Uvrstimo li ovo u kineti¢ku jedna-
&inu, dobijamo:

=

— ) — o =
VA2 BTk B0+ £ = — L0 £,
or m ov T

u prvom &lanu leve strane je ;'-—d:((b @ odbateno, jer zadrZani sabirak
r

© w
ve¢ daje rezultat razli¢it od nule. Po3to je f}-j;"f;_—= L5 ', imaéemo dalje:

ov

. (0) - spgiil-a.
VI € E ) [0 - LG xB) L@ = 0L,
dr kT m ov ®
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pri emu je sabirak sa @ odbalen i u drugom &lanu leve strane, iz istog razloga kao
malo pre. Nalazeéi izvod u treem sabirku, dobijamo:

20 E - 10 Gx B 22 - Loso,

or ov

odnogno, koristeti rezultate prethodnog zadatka i deleéi jednatinu sa .1 fd®,
T

definitivno nalazimo:

A L il L0
ZkTZ( T) (" E’)+ * 'x B) =

Refenje ove jednadine moZemo traZiti u obliku:
O~d-v+d - xB),

gde su sa di d’ oznatena dva vektora normalna na magnetno polje i zavisna samo
od intenziteta brzine. Primenjuju¢i metodu neodredenih koeficijenata (detalje osta-
vljamo Citaocu za samostalan rad), nalazimo sledeéi rezultat:

—fol1-— T 7. (7-973 ;;), 9.4
F=Iud [ 1+ wpg?7? ( B 8 A0
gde je:

2
il Vi"+i

A- E.
2kT? KT

Uporedivanjem sa (9.45a) vidimo da ¢e vaZiti rezultati izvedeni u prethodnom
zadatku, ako se pri tom V 7' i E zamene sa:

O}BTBXVT) L (E mBTBxE),
1 ~+-ml,z'r2 1+ a7 B
respektivno.

9.8. Izvesti opsti oblik transportne jednacine za komponente tenzora napona
i za komponente tenzora viskoznosti. Pretpostaviti da su sile koje dejstvuju na molekule
nezavisne od brzina.
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ResSenje

Razmotrimo najpre sistem sa samo jednom vrstom {estica. PomnoZimo

jednadinu (9.15 a) sa mv; vg &Py i prointegrirajmo po svim brzinama:,

fmv‘vkgds;’+fmv,vkl’1£d3:+
ot 0x,

+ f v v.s‘}—(l«‘, Fydty f — (9.48)
Vj

Proanalizirajmo svaki ¢lan leve strane ponaosob. Prvi daje:

of .~ 0 -
fmv,vk:}-{dav=$fmv;kad3v-=
0 _ e
- f il + (v )] i + G = w)Lf ¥ =
a — —
—B—r[mu,ukffa”v+mf(v,—uo(vk—uafd’v]=
___6‘_( Uty +pig),
Py PU; Up T Pirch
pri &emu je bilo uzeto u obzir da je, ofevidno:
f(1»',—u;)fd’;-=fv,fd’?—u;ffd’?:-nu,—uu;—o.

Drugi ¢lan leve strane posmatrane jednaine se moZe svesti na sledeéi oblik:

fmv,-v_,vk£d3?nifmv,vjkad’:-
bx_; t)xJ

=0ijfm[ul+(v"‘u;)] [u1+(VJ_”J)I[“k'F("k'-H,‘)]fd’;n
) g .
n-d—’[mujujukfdeV‘quff(VJ'-UJ)(Vk—-uk)f‘va+

+m”Jf("r—“i)("x—“k)fd’:-rmukf(w—u,-)(v,—u_,)f&’?+
+mf(v,—u,)(vj—uj)(vk_uk)fd“;.:l-—-

0 .
= —‘);' (p oy uy g+ 1 pjpe + Uy Py + Uy Py + Qujnc)-
2]
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U poslednjem izrazu se pojavio tenzor toplotnog provodenja (9.12). Najzad, treci
&lan leve strane posmatrane jednatine (9.48) se svodi na:

oo
0 - 0
f": "k“d—v’(FJf)ds"“f d‘f’zd"sf".:"ka“(ﬂf)dvﬁ‘(‘ ce)=
J 1

+ oo +=
. f dvzdvs[v.-ka,f = f Fof 81k+vk8u)dvl]+(- -

_fFl (Vf3lk+vk8u-)fd3;._(. i .)=
e "ff'}(vfa,ﬁvk $)fdPv=

= —f(VI Fk+ka;)fd3;:= "‘H(quk+ukF‘). (9.49_)

Ovde su sa (. . .) simboli¢ki oznatena jo§ dva &lana analognog oblika, ali sa indeksima
j=2,3, zatim je izvriena parcijalna integracija (prointegrirani deo mora biti jednak
nuli na osnovu osobina funkcije raspodele), i uzeto je u obzir da sile ne.zavise od
brzina, tako da se mogu izneti ispred integrala. Uzimajuéi sve dobijene rezultate
u obzir, zakljutujemo da je polazna jednacina ekvivalentna sa:

0 /]
"")';(P Uy g+ i) + E (p uy by Uy + 14y Py + Uy Py + Uy Py + Qupa) =
]

o f})+fmv, v Idv (9.50)

Zapazimo uzgred, da ¢e se jednaline istog oblika dobiti i u sluaju kad se sistem
sastoji od nekoliko vrsta &estica, pod uslovom da sile ne zavise od brzina. Koriste¢i
jednatine kretanja (9.34 b, ¢) navedene u uvodu ove glave, moZe se gornja relacija
dovesti na oblik u kome su eliminisani &lanovi koji sadrZe vremenske izvode kompo-
nenata makroskopske brzine. Ostavljajuci ovo &itaocu za samostalnu vezbu, navodimo
samo krajnji rezultat koji se dobija:

dp,k oy, duy
+— w+ Q) + Lt py—F=
FY) (Piyy Qi) P — 2x, Py 23,
= f m vy —u) e —u) T d*v. 9.51)

18 Fizika
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Ako sad umesto tenzora napona uvedemo tenzor viskoznosti u skladu sa jednainom
(9-13) iz uvodnog dela, i iskoristimo jednacinu (9.34 e) za eliminisanje vremenskog
izvoda temperature, nalazimo:

ouy; oOu, 2 ou
— % — (Tt~ Qui+ G Oy — kT (— +—%— -8, =)
o (Tt — Qi+ G 8p) ( 2%, ox 3 I

ou; ou, 2 Ou

8 ==
axj 0xj 3 ()xj "

- [m [(v.—u;) Oem)— - G~ suc] 15, 9.52)

$to Citalac takode moZe lako samostalno proveriti. Kao §to je ve¢ Spomenuto,
rezultati istovetni sa poslednje dve jednaline se dobijaju i kod sistema sa veéim
brojem vrsta estica. Tada ¢emo za svaku vrstu Cestica imati po jednu jednadinu
gornjeg tipa.

9.9. Generalisati rezultate prethodnog zadatka za slucaj kad se radi o naelektri-
sanim Cesticama u magnetnom polju.

Refenje
MozZemo opet poti od jednatine (9.48) prethodnog zadatka, ali stavljajuéi:
Fy=Fp*+e[E+( x B)).

Prva dva ¢lana leve strane spomenute jednadine se transformifu na isti nalin kao
i malo pre, ali se u treem pojavljuju izvesne modifikacije, i umesto poslednje jedna-
kosti u relaciji (9.49) treba pisati:

0 — -
f.», b ) 7 —f(v,F,,+ka,)fd3v-=
]

-- f W(F* +eE)+e (v x B+ v [(F*+e E)+e( x By} fd*v=
= —n[uy (F*+eE)+u, (F*+eE)]—
—e f (46 x B+ 0 6 x B)IS . ©.53)

Elektri¢no polje i sila F* zavise samo od koordinata i vremena, te sa ¢lanovima koji
sadrZe njihove komponente postupamo na isti na¢in kao u jednagini (9.49) prethodnog
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zadatka, Proanalizirajmo odvojeno poslednji sabirak u poslednjoj jednakosti (9.53),
koriste¢i simbol Levi-Civita za izraZavanje vektorskog proizvoda:

Ry = —-ef[v,(_;x 3)&*‘"&(-:" B).']flﬂ'ﬁ’;'
-=—-ef(v;emv,B,+viE;,,v,B,)fd3;'=
-s—»iB,[s,mfmv;P,fd’:—i—sk,fmvkvrfd’_;]:

m

e
T ‘ﬂ: Bg [eprs (p t 1, + Piy) + &y (Rt 4, + Py )}

‘Ovde je iskoriS¢en identitet dobijen pri transformaciji &lana sa izvodom po vremenu
u jednacini (9.48). Posto je p=m n, odavde dobijamo dalje:

e
Ry = ""e"(eku“{“rB.s+£m“k"rB.:)";I—(EmP{rB;‘FEmeB;)‘

— - — = e
= —en [u; (u X By +uy (ux B)] - - (Skrs Pir By +€ipy Prr By)-
Na osnovu ovoga, jednatina (9.53) posiaje:

fm;;%(ff}f)d’_‘; —n (W [F* + e E+e(ux B)] +u, [F* + € E, +e(ux B)]} -
J

e
- (Skrs Pir B+ &4py Dy, By)-
Umesto jednadine (9.50) prethodnoz zadatka, ovde dobijamo:

0 0
:};(P Uty +Py) +B“;(P“:“J U+ Uy Py + 1y Py + Uy Py + Qi) =
]

—— — e —
=hn (ui Fk e Uy ‘Fl) h— (!knplr B,'i‘ €irs Pir Bl) - g fm"f vklds"
m
pri &emu je, radi kratkoée, uvedena oznaka:

?IEF“""GE’-I"B(;:X E)‘.

Lako je sada naéi i generalizacije jednadina (9.51) i (9.52), §to ostavljamo za samo-
stalan rad Citaocu. Naves¢emo samo da se umesto (9.52) dobija slede¢a transportna
jednadina za komponente tenzora viskoznosti:

omy 0 ou; Ou 2 ou
— (T uy— +q;8,) —nkT | —- 4+ — — =8, —2)+
ot axj( ety = Qs+ 4 Bu) o0x, o0x; 3 ”‘ax_)
oy ouy, 2 _0u e
o Ty o Ty —— Ty — B = — — 7, B, +¢;, T, B,) —
Ik ox, ”bxl ”bxj ik s (Skrs Toir By + €ipy Toper
- f m[(v,—u;)(vk—u,‘)—-i-'(?— )2 Bik]fdﬁf (9.54)

18*
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9.10. Posmatrajmo sistem koji se sastoji od jedne vrste {estica i koji se nalazi
u stanju bliskom lokalnoj termodinamickoj ravnotefi. Kakvi se izrazi dobijaju za
komponente njegovog tenzora viskoznosti, ako se sudarni procesi opifu modelnim
kolizionim integralom BGK? Posebno razmotriti slucaj naelektrisanih estica u pri-
sustvu spoljainjeg magnetnog polja.

Refenje

U zadatku 9.1. bilo je pokazano da su komponente tenzora viskoznosti i
toplotnog provodenja jednake nuli, ako se sistem nalazi u stanju lokalne termo-
dinamitke ravnoteZe. MoZemo ofekivati da ée ove komponente biti vrlo male u
stanju bliskom spomenutom. Bice, stoga, opravdano da se u jednainama (9.52)
i (9.54) zanemare svi ¢lanovi leve strane u kojima se komponente ovih tenzora
pojavljuju. Uzimajuéi jednatinu (9.54) kao opstiju [za e=0 ona se svodi na (9.52))
tako dobijamo:

,,kr(b”‘ ‘)_“'L“_.?_sm fi‘f_)=
t)xk t)x,- 3 ()x;

€ 1 - — —
=;;(%m,3.,+e,,.wk,ﬂ.)+fm[(v,—u,)(vk-uk)-;(v—ursm]mv.
a ako uvedemo jo¥ poznati Navije-Stoksov tenzor:
ouy; + 9% du, 2, Oy,

=3;

Ny =——
*ox, ox 3 "ax

moZemo gornju jednacdinu prepisati konciznije kao:
KT Ni=— (S T By 1 T B) + T (9:55)
gde su istovremeno uvedene velicine:
I, = f m [(v,— ) (Ve — 1) —% (v —u)? 8,k] 1dy. (9.56)

Posto ove veliine ne zavise od toga da li su Cestice neutralne ili naelektrisane, da
li je prisuino magnetno polje ili nije, izratunajmo najpre odgovarajuée integrale,
Stavljajuci, prema zadatku, za I izraz (9.23), dobijamo:

M= =" [ |1 00—~ G=dp | o =
c 3
== [ o o) b [ G- sar -

"f i — ) (v — ) [y 43:;4“ ";' 3mf(_‘:‘:)zfu d;;] .
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Poito je na osnovu rezultata zadatka 9.1.:
fm 0= u) (O — 1) [ &y =nkT L.

lako vidimo da se &lanovi koji sadrZe lokalno termodinami¢ki ravnoteznu Maksve-
lIovu funkciju f poniStavaju, a preostala dva daju:

H,-k= *E-fm(vi—ui)(vk—uk)fd:‘;-+2§¥-fm(_l:—t_52fd3‘;=
] 3c
= — L P+ (kT 8,) =
a o

n
=Tk =V s
o

pri ¢emu su bile iskoriS¢ene relacije (9.8), (9.10) i (9.13) iz uvodnog dela ove glave,
i uvedena je efektivna koliziona frekvenca, v=""_ Jednatina (9-55) sa modelnim
o

kolizionim integralom BGK postaje, dakle:

nkT Nr’k = i (Errs Tip B, + € Ty -B.r) +V T (9'57)
m

Dobijeni rezultat neposredno daje komponente tenzora viskoznosti za sistem koji
se sastoji od elektroneutralnih Cestica ili od naelektrisanih &estica u odsustvu magnet-
nog polja:
nm. —ENM:= O'kT'.N“‘. (9.58)
v

Ako se, pak, radi o sistemu naelektrisanih Cestica u spoljaSnjem magnetnom polju,
iz (9.57) se dobija jedan sistem medusobno povezanih jednacina, &ijim se reSavanjem
mogu naéi traZene komponente tenzora viskoznosti. Uzmimo, radi odredenosti,
koordinatni sistem u kome se z-osa poklapa sa pravcem magnetnog polja, tako da

u (9.57) moZe biti samo s=3. Uvedemo li opet ciklotronsku frekvenciju m,,n-"—q :
m
moZemo posmatranu jednainu prepisati kao:
v 7oy + Wp (Exp 3 Ty + €1y T, ) = NKT Ny - (9.58)

Imajuéi na umu da simbol Levi-Civita ima vrednost jednaku nuli ako su mu dva
indeksa jednaka i uzimajuéi u obzir da je traZeni tenzor m; simetri¢an, dobi¢emo
slede¢ih Sest nezavisnih jednatina:

vi,, + 2w, =nkT N,,,

V7, + g (T, — 7)) =nkT Ny,

VT3 +wpT,, =nkT N5,

v, — 20T, =nkT N,,,
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VT3 — g Ty, =HKT Ny,

vy, =nkT Ny,
Refenja ovih jednadina glase:
nkT[2w32+v‘N v:;

B 2‘-"52
Ty = + Nt M) +——2 Nl
11 vy 402+ 11 doy +v2( 12 21) TS 22

2
?B S (N +N) +
v

nkT[ 2eag? v 2o+ v?
Ty = 2 an = 2|
nkT
Ta= v Nj;,
nkT[ vop v2 Vg
Ty =Ty =—— + N, ,+N,)—————N,, |,
Ty [4cn=x_=,2+1»'2 " 2(4m,2+v2)( 12+ Nz 4oy +v? n]
nkT vz v
wim Rty e (N N ~————2—(N.; + N 3
13T T =T [2(m32+v2)( 13 31) 2(m32+v2)( 23 32)]
nkT Vg vz
Ty =T, =—— | ———— (N, + N, )+ ————(N.,.+N. .
23 = T3 " [2 (m32+vz)( 13 31) 2(:032-sz)( 23 3:)]

Ova refenja su napisana u takvom obliku, da se lako vidi da u odsustvu magnetnog
polja (wp=0) ponovo dobijamo rezultat (9.58). Iz te jednadine se, uzgred refeno,
vidi i da se za koeficijent viskoznosti pomoc¢u modelnog kolizionog integrala BGK

dobija v = ﬂ . U prisustvu magnetnog polja viskoznost dobija tenzorsku prirodu
v X
i jedino komponenta 733 tenzora viskoznosti zadrZava isti oblik kao i bez magnet-

nog polja. Ovo je fizitki potpuno shvatljivo, jer je prisustvo magnetnog polja bez
uticaja na transportne osobine sistema u pravcu magnetnih linija sile.



10. MESOVITI ZADACI

10.1. Nadi opsti izraz za Cyp i Cy kod idealnog gasa sa disperzionom relacijom
(vezom izmedu energije i intenziteta impulsa) oblika e=f(p). Primeniti zatim dobi-
jeni rezultat na gas iz zadatka 5.7.

10.2. Pokazati da je idealan gas koji se pokorava klasi¢noj statistici normalan
sistem u statistitko-termodinamitkom smislu [vidi jedna&inu (4.7) u uvodu za
glavu 4.].

10.3. Koristeci rezultat (2.60) zadatka 2.18. pokazati da kod idealnog para-
magnetika (kod koga je unutralnja energija funkcija samo temperature) termitka

jednatina stanja mora biti oblika: M = f(%)
10.4. Po analogiji sa zadatkom 9.8. formirati opti oblik transportne jednatine

za tenzor toplotnog provodenja Q.. koji je definisan jednafinom (9.12), pod
pretpostavkom da su sile koje deluju na molekule nezavisne od brzina..

10.5. Generalisati prethodni zadatak za slutaj kada se radi o naelektrisanim
desticama u magnetnom polju (uporediti sa zadatkom 9.9).

10.6. Pokazati da se entropija moZe napisati u tzv. Gibsovom obliku:
S0=' -‘k z W,ln W,,
1

gde je W, verovatnoca da se sistem nade u stanju sa energijom E,.

10.7. Pokazati da je verovatnota P (x) da molekul Bolcmanovog idealnog
gasa prede rastojanje x bez sudara sa drugim molekulima jednaka A~' exp (-— -%) ,
gde je X srednji slobodni put.

10.8. Naéi temperaturu Boze-Ajnitajnove kondenzacije kod ultrarelativistickog
gasa bozona.

10.9. Kako se modifikuju jednadine Tomas-Fermijevog modela (8.11) — (8.15)
za jonizovani gas, ako se pretpostavi da se na elektrone u celiji moZe primeniti
Maksvel-Bolemanova statistika? Kako u tom slucaju glasi diferencijalna jednacina
za elektri¢ni potencijal »samousaglasenog« polja (uporediti sa zadatkom 8.13)?
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10.10. U elektri¢nom polju ravnomerno povrsinski naelektrisane beskonatne
ravni (povriinska gustina naelektrisanja o) osciluje tatkasto naelektrisanje —e
duZ normale na ravan, prelaze¢i sa jedne strane na drugu. Nacrtati fazne trajektorije
ovog kretanja i izratunati 9@ pdg u funkciji energije E naelektrisanja.

10.11. Tetna faza izotopa He3 olvrsne kada se zagreva, dok se &vrsta faza
topi kada se hladi. Objasniti ovo ponadanje, slino poznatoj anomaliji vode, koje se
zapaZza na veoma niskim temperaturama, koriste¢i Klauzijus-Klapejronovu jednacinu
(Clausius, Clapeyron) za krivu topljenja p (T)

. SowerSers

dT  Viee—Veyr
gde su Sypa i Sgyp entropije teCne i Evrste faze. Ove entropije treba odrediti razma-
trajuci tetnu fazu kao jako degenerisani Fermijev gas Cestica sa spinom s=—;;i

gustinom od 1,64 - 1022 gestica po cm3, a &vrstu fazu kao kristal u Debajevoj aproksi-
maciji (vidi zadatak 7.10). Uzeti pritom u obzir da postoji mali temperaturski ne-
zavisan porast zapremine pri topljenju.

10.12. Pokazati da za magnetik koji se pokorava Kirijevom zakonu M=C 1;1

(vidi zadatak 2.21), unutra$nja energija ne moZe zavisiti od magnetizacije M (odno-
sno, od magnetnog polja H), ve¢ mora biti samo funkcija temperature. Ako stavimo
uopite U=f(T), kakav se rezultat dobija umesto jednatine (2.65) zadatka 2.21.
za sniZenje temperature pri adijabatskom razmagnetisavanju?

10.13. Potencijalna energija interakcije molekula nekog realnog gasa je homo-
gena funkcija stepena a od koordinata poloZaja molekula. Pokazati da termitka
jednadina stanja ovog gasa ima oblik:

._3+1 _i
pT  °=f(¥T %),
gde je f neka funkceija koja zavisi samo od jednog argumenta. Da li analogna tvrdnja
vaZi i za kalori¢ku jednalinu stanja ovog gasa?

10.14. Zzvezda iz grupe »belih patuljaka« se moZe razmatrati kao degenerisani
Fermijev gas od N elektrona sa relativistitkim energijama, koji se kre¢u u sistemu
(»na fonu«) priblizno nepokretnih jezgara helijumovih atoma, pri ¢emu je sistem
elektroneutralan. Smatraju¢i da su jezgra glavni nosioci sopstvene gravitacione
energije Citavog sistema, odrediti maksimalno moguéu masu ovakve zvezde.

10.15. Posmatrati sistem koji se sastoji od samo jedne vrste Cestica. On se
nalazi van polja spoljnih sila i u njemu nema nikakvih nehomogenosti. Kakvo se
karakteristicno vreme dobija za relaksaciju funkcije raspodele, ukoliko se kolizioni
procesi u sistemu opifu modelnim kolizionim integralom BGK, datim jednadinom
(9.23)?7 Kako se ovaj rezultat menja, ako se sistem sastoji od dve vrste Cestica, tako
da je umesto (9.23) potrebno uzeti (9.31)?
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10.16. Pokazati da je, za Izingov model, u blizini kritine temperature 7%
magnetno polje tzv. generalisano homogena funkcija oblika:

1 1 L]
H (}P(S-I-l) €, }Fﬁ ﬂ') )k 51 H (E O')
gde je A neka konstanta, koja u ovom problemu ima smisao malog parametra, dok

IT-7, . M . ; T
£ i o=—redukovana temperatura i normalizovana magnetizacija,

su g=
o .
afisd suc eksponenti koji odreduju asimptotska pona¥anja magnetizacije, i to
1

M~|elp, kad T->T,—0 pri H=0, i slitno M ~H? kad H—>+0 pri T=T..
Koristiti aproksimaciju molekularnog polja.

10.17. Kako se modifikuje Maksvelova funkcija raspodele za slucaj da su
molekuli posmatranog idealnog gasa relativisticki? Kakvi rezultati se nalaze za
srednju brzinu termalnog kretanja i za srednju kineti¢ku energiju u ovom sluaju?

10.18. Pretpostaviti da je za neki sistem u termodinamitkoj ravnoteZi na neki
nadin nadena kaloritka jednatina stanja U= U (T, ¥). Objasniti kako se na osnovu
ovoga mogu izraunati termitka jednalina stanja i entropija ovog sistema. Izvesti
raun do kraja za jonizovani gas kod koga je:

4
U, V)=UuT, V) —F—

VAT *

gde U, predstavlja unutrainju energiju odgovarajuceg idealnog gasa, dok drugi
¢lan daje korekciju usled interakcije (4 je konstanta).

10.19. Pri niskim temperaturama toplotni kapacitet kristala pri konstantnoj
zapremini je proporcionalan tre¢em stepenu apsolutne temperature (Debajev zakon).
Pokazati da je razlika C,—C) proporcionalna sedmom stepenu apsolutne tempera-
ture pod tim uslovima.

10.20. Naci vezu izmedu pritiska p i srednje energije t kod ultrarelativistickog
—_ v s N —
idealnog Bozeovog gasa. Dobijeni rezultat uporediti sa relacijom p=-;’— -Fe

koja vaZi kod ultrarelativistitkog idealnog Bolcmanovog gasa.

10.21. Pretpostaviti da je termifka jednafina stanja gasa analiticka funkcija
svojih argumenata u blizini kriti¢ne temperature T¢. Pokazati da je tada izotermska
kompresibilnost ovog gasa u blizini T, proporcionalna sa (7).

10.22. Nac¢i zavisnost pritiska zasi¢ene pare neke teCnosti od temperature u
okolini date temperature 7, pod uslovom da vaZi:

T e d—~B(T— TP
gde su A i B dve konstante, i da se za njenu paru moZe staviti C:m =const, pri

Cemu se moZe uzeti da se para pokorava jednadini stanja idealnog gasa. Latentna
molarna toplota isparavanja na temperaturi T je poznata i iznosi A q.
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10.23. Pokazati da koeficijent uz ¢lan (Byp)—4 u razvoju (7.51) iznosi —c4/80.
Kako se menjaju rezultati zadatka 7.8. ako se ovaj &lan uzme u obzir?

10.24. Koristedi veliki kanonski ansambl, proveriti slede¢u formulu za disper-
ziju energije sistema:

(E—EP=%T1££)+kT aE),
oT op

kao i formulu za »korelaciju« energije i broja Cestica sistema:

E-B)(V— W)= "T(ii)r

10.25. Termicka jednatina stanja za neke sisteme ima tzv. Grinajzenov oblik:

av, vy
-4+ Y WU-Uy,
P e V( o)

gde je Up (V) unutradnja energija sistema na apsolutnoj nuli, a y je Grinajzenov
faktor koji moZe zavisiti samo od zapremine sistema V. Pokazati da ako toplotni
kapacitet Cy ovakvih sistema teZi nuli kad 7-»0, onda entropija na apsolutnoj nuli
moZe biti samo konstanta nezavisna od spoljnih parametara.

10.26. Satelit sfernog oblika i glatke povriine kre¢e se oko Zemlje na takvim
visinama da je radijus satelita mnogo manji od srednjeg slobodnog puta molekula
atmosfere (ali je mnogo veéi od radijusa samih molekula). Pretpostavljaju¢i da deo
atmosfere kroz koji s€ kreée ovaj satelit mozemo smatrati kao idealan gas tempe-
rature T i da su sudari molekula sa satelitom idealno elasti¢ni, odrediti silu otpora
koja deluje na satelit.

10.27. Koristeéi €injenicu da formalizam mikrokanonskog i kanonskog ansam-
bla moraju u rezultatu dati isto termodinami¢ko ponasanje sistema, pokazati za
sisteme sa velikim brojem Zestica N kod kojih entropija ima oblik S=const - N E¥
(0<y<l) vaZi tre¢i zakon termodinamike. Ovde je E energija sistema, merena od
osnovnog stanja.

10.28. Ako se gas pokorava Van der Valsovoj jednaéini stanja, onda pri malim
gustinama (malim pritiscima) postoji samo jedna temperatura inverzije (vidi zadatak
2.11), dok pri veéim gustinama postoje dve takve temperature. Dokazati.

10.29. Za idealan nerelativisticki gas koji ima disperzionu jednafinu (vezu
izmedu energije i intenziteta impulsa) datu u zadatku 5.7. nadi broj udara u Jed]l’lll:l
vremena o jedinicu povrgine zida suda (uporediti sa zadatkom 5.8).

10.30. Koriste¢i T—p raspodelu [vidi formule (6.13) — (6.18)] odrediti vezu

izmedu disperzije encrgue sistema (E—E)? i specifitne toplote pri konstantnom
pritisku.

10.31. Sistem se sastoji od N Cestica koje interaguju kao »tvrde sfere« radijusa d.
Cestice se kreéu na odsetku duZine V. Izratunati konfiguracioni integral sistema
(vidi zadatak 5.14) i naéi kaloritku jednafinu stanja u termodinamitkom limesu,
N —co, V-, N|V=const.
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10.32. U jednom jednostavnom modelu, atomsko jezgro se aproksimira kao
skup fermiona od kojih se svaki nalazi u polju harmonijske sile i ima dozvoljene

energetske nivoe g,=|n +% ho, gde je n=0,1,2, ..., pri femu je degeneri-

sanost ovih nivoa g,=2(n+2) (n+1). Izratunati srednji broj nukleona u jezgru
u ovom modelu. Izradunati takode energiju koju bi upadni proton morzo saopstiti
jezgru da bi se njegovi nukleoni poceli ponasati kao Bolcmanov gas.

10.33. Pokazati da dvodimenzionalni Fermijev i Bozeov gas imaju jednake
toplotne kapacitete Cy.

10.34. Uporediti odnose izmedu srednje i najverovatnije energije kcd idealnog
nerelativistitkog gasa sa Drojvesteinovom i sa Maksvelovom funkcijom raspodele
vidi zadatke 2.30 i 2.39).

10.35. Pokazati da je kod idealnog Fermijevog gasa razlika:

— kT
-N_"_
d V

uvek nenegativna, dok kod idealnog Bozeovog gasa ista razlika nikad nije vela
od nule. Pod N podrazumevamo srednji broj destica.

10.36. Posmatrati sistem koji se sastoji od osnovnog gasa i lake primese i koji
se nalazi v blizini stanja termodinamitke ravnoteZe (uporediti zadatak 9.5). Pokazati
da ko se u kinetitkoj jednadini za funkciju raspodele primese u prvoj aproksimaciji
zanemari I', onda se reSenje te kinetitke jednadine moZe traZiti u obliku reda po
sfernim funkcijama, tj. da su sferne funkcije svojstvene funkcije operatora:

1(f)=Nv [IfG)—f ()] de.

10.37. Prema kvantnoj mehanici, srednje rastojanje elektrona od jezgra u
atomu vodonika iznosi a,=n*h*lm,c*(n=1,2,...), dok su korespondentne
energije elektrona E,= —m, e*/2n? i, a degenerisanost ovih stanja je g(E,)=2n?
pod uslovom da je atom slobodan. Pokazati da statistitka suma divergira. Me-
dutim, kad bismo pretpostavili da je elektron vezan za jezgro kao linearan

harmonijski oscilator, tj. da su njegove energije (n +%)hm(n=0, 1,2,0:); 8

srednje rastojanje od jezgra jednako nuli, dobili bismo za statistiCku sumu ko-
natnu veli¢inu. Objasniti ove rezultate na osnovu definicije kanonskog ansambla
i Gibsove tereme.

10.38. U sudu zapremine V postoji N privlainih centara kratkog dometa
(potencijalnih jama), fiksiranih poloZaja. Pored toga se u ovom sudu mogu naci
bozoni, koji mogu biti ili slobodni (energija jednaka kinetickoj energiji) ili vezani
za jedan od centara (energija veze iznosi —+; svaki centar ima samo jedan energetski
nivo). Nadi vezu izmedu srednjeg broja bozona i njihovog hemijskog potencijala.
Kako se menjaju dobijeni rezultati ako su u pitanju fermioni umesto bozona?
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